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D ans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et ’'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu’elles sont dans 1'ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencs, dés 1983, organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par 'enseignement des mathématiques qui
jouent un réle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de I'avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux élaves
de 'Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de ’Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, a 1'élaboration et 2
I'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I’Enseignement
Secondaire.

Elle a pour objectifs majeurs :

— 'harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise a la disposition des élaves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— I'acquisition par les éléves des bases d’une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypothéeses et de les valider ou non 3
I’épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modéles mathématiques qu’ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

— la diminution du cofit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve : un éléve,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et frangais, s’ap-
puient sur I'environnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener a comprendre et
@ agir de nouveau, de maniére autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne-
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément & notre conception de I’enseignement des mathématiques, nous n’avons pas
voulu présenter les lecons sous forme d’exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des éléves.

Insérés dans les legons, des exercices d’application immédiate permettent ’assimilation des
notions étudiées. Placés & la fin des chapitres, des exercices d’entrainement et d’approfondisse-
ment permettent aux éléves d’éprouver leur compétence et aux professeurs d’évaluer leur ensei-
gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de 1’Education dans les
pays francophones d’Afrique et de 'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Francaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux & ’attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éleves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu’ils voudront bien nous faire et,
par avance, nous les en remercions. A

Saliou Touré
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B ARYCENTRE

Introduction

N ous disposons de plusieurs outils pour aborder les problémes
de géoméirie : les configurations, le calcul vectoriel, Foutil analy-
tique et les transformations. L'outil barycentre vient s'ajouter & ce
riche répertoire. Il permet de résoudre certains problémes de
réduction d’une somme de vecteurs, d’alignement de points, de
concours de droites et de recherche de lieux géométriques.

Un systeme en équilibre

3 ﬁ K_I?'> 0. e
=z = =
Vi el ou 3GA+GB+2GC=0.
4GK+2GC=0
1. Barycentre de deux points pondérés............... 6
2. Barycentre de plus de deux points pondérés......... 11
3. Utilisations du baryeentrei v Se 16
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. Premieres notions

mmmmmen Infroduction

Soit le systéme constitué par une tige AB de masse négligeable portant A G B
a ses extrémités deux masses m, et my. Comment doit-on poser la tige A

sur un pointeau pour qu'elle reste en équilibre :

* lorsque m, =my ? a

¢ lorsque m, = 2my ? my

* lorsque my = 3m, ?
En faisant varier les masses m, et my, on constate, dans chaque cas,

que la tige reste en équilibre lorsque le pointeau se trouve en un point
G, situé entre A et B, tel que : Tﬁk X GA=my xGB ;
fomil 3

>
c’est-a-dire : m, GA+ mzGB = 0.
En physique, on dit que G est le centre de gravité du systéme. En mathématiques, on dit que G est le
barycentre des points A et B affectés respectivement des coefficients m, et my.

mummmmm  Théoréme et définitions :
Théoréme | '
Seit A, B deux points du plan et a, b deux nombres réels. :
Sia + b # 0, alors il existe un seul point G tel que : aGA + bGE = 0.

Démonstration
> > > —> e
aGA +bGB =0 = (a+b)GA+bAB= 0
& AG=--2_ 3B
b a+bh

—> —>
On pose: u= AB.

a+bh
- * ‘—» . - s - = —
On sait que, étant donnés un point A et un vecteur u , il existe un point G unique tel que : AG = u .

Eemargue

A > - > > > —
Sia+b est nul, alors a et b sont opposés et : aGA + bGB = 0 = aGA-aGB= 0
—  —
< aBA= 0.
On distingue deux cas : o AP—
®sia=0ouA = B, alors tout point G du plan vérifie I'égalité : aGA + bGB = 0 ;

°sia#0etA#B, alors aucun point du plan ne vérifie cette égalité.
* On appelle point pondéré tout couple (A,a) oil A est un point et @ un nombre réel ; a est appelé
coefficient du point A.
* Soit (A,a) et (B,b) deux points pondérés tels que : a + b # 0.
On appelle barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b) I'unique point G tel que : aGA + bGB = 0,

AlB

On note : G = bar{(A,a), (B,b)} ou G = bar Ak
a

6 Barycentre
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Bemargues

® On retiendra également de la démonstration du théoréme précédent que G est le barycentre de (A,a) et

— R
(B,b) si et seulement si AG = — AB ; cetie égalité permet en particulier la construction du point G.

® 5i A et B sont distincts, alors G appartient a la droite (AB).
e SiA=B, alors G = A.

Exemples

* Le barycentre des points pondérés (A,2) et (B,3) est le point G tel que : & 2 B
—> 3 —
AG = E—AB.

* Le barycentre ] des points pgndérgés (C,2) et (D,~1) est le symétrique de D J < D
par rapport & C. En effet, 2JC-]JD= 0 < CJ=-CD.

¢ Le barycentre de (E,1) et (F,1) est le milieu I du segment [EF]. _r;:__l,__j_

> —
Eneffet, E+IF= 0.

Q. Propriétés

mmmmsem Homogénéité

Proprieté :

Le barycentre de deux points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par un
méme nombre réel non nul.

> —> —> e > >
En effet, pour tout nombre réel k non nul : aGA + bGB = 0 <  kaGA + kbGB = 0.
mummmsm Ensemble des barycentres de deux points distincts

Un point G est barycentre de deux points A et B s’il existe un couple (a,b) de nombres réels tel que G
soit le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).

Théoréme

Soit A et B deux pbiuts distincts du plan.
L’ensemble des barycentres des points A et B est la droite (AB).

Démonstration

* On a vu que si G est barycentre de deux points distincts A et B, alors G appartient 4 la droite (AB).
®» Réciproquement, soit G un point de la droite (AB). .

> —> s >
1l existe un nombre réel k tel que : AG = kAB, ou encore : AG= ———— AB.

A-k+k
G est donc le barycentre de (A,1 — k) et (B,k).

Pour démontrer 'égalité de deux ensembles E et F, on peut procéder par double inclusion :
BRI o (EcFetFak ]

Exemple

Dans la démonstration précédente :

E est I'ensemble des barycentres des points A et B ;
F est la droite (AB).

! as particuliers

A est le barycentre des points pondérés (A,1) et (B,0): B est le barycentre des points pondérés (A,0) et (B,1).

Barycentre 7




memmem  Réduction de la somme aMA + bMB

Propriété i ' |

Soit (A,a) et (B,b) des points pondérés. Pour tout point M du plan :
*si a+b#0,alors a M_A +bhMB = (a+b) ﬁé, ou G est le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b) ;

e —>
*si a+b=0,alors le vecteur aMA + bMB est indépendant du point M.

Démonstration

> - 3 — — >

e Sia+b#0,alors aMA + bMB = a(MG + (iA] + b(MG + GB)
= P —

= (a + b) MG + (aGA + bGB)

= (a + b) MG.
eSia+b=0,alorsa=-b
> —> — o
et aMA + bBMB  =—- bMA + bMB
= bAB.

Le vecteur aMA + bMB est indépendant du point M.

mmmmmm  Coordonnées du barycentre

Le plan est muni du repére (O, 7, j ).

On considére les points A(_21

e Exprimer OG en fonction de OA et OB.
e Calculer les coordonnées du point G.

Propriété _ :

) et B(z) On désigne par G le barycentre des points pondérés (A,— 2) et (B,5).

Le plan est muni du repére (O, zf] ax, + bxy
5 i it i a+h
Si A(yi ) B-(yi) et si G est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors G ay, + byg
a+bhb

Démonstration guidée

* En appliquant la propriété précédente au point O, vérifier que : 06 = = ! [aC_)K + b?].

+b

e Conclure.

mmmmmw Conservation du barycentre par projection

On sait que la projection conserve le milieu ; le théoréme suivant généralise cette propriéts.

Le projeté du barycentre de deux points pondérés est le barycentre des projetés de ces deux points
affectés des mémes coefficients.

On dit que la projection conserve le barycentre.

8 Barycentre




Démonstration guidée

B
Soit G le barycentre des points pondérés (A.a), (B,b) et G, 4) G
A’, B’ les images respectives de G, A, B par la projection sur
une droite (%) parallslement 4 une droite (A).
On munit le plan dun repére (O, 1, J) tel que : >
(O1) = (@) et (O]) = (A).
Soit (x,, y a) et (xp, yg) les coordonnées respectives des
points A et B dans le repére (O, I, J).
* Déterminer les coordonnées de G, A’, B’ et G’ en fonction J
de Xp, Yp» Xp €t Yp.
* Vérifier que G’ est le barycentre des points pondérés | (<)
(A’,a) et (B’,D). o] /N G/ B

—1.3. Travaux dirigés

1. Une construction vectorielle du barycentre de deux points pondérés

Soit A, B deux points distincts du plan et a, b deux nombres réels non nuls.

M étant un point LIP plan n'appartenant pas a la droite (AB), on considére le point M' tel que :

MM = aMA + bMB.

1?;Démgnu-er que M et M' sont deux points distincts et exprimer le vecteur MM’ en fonction des vecteurs
MA et AB. i

2°) On suppose a + b # 0.

a) Démontrer que les droites (AB) et (MM') sont sécantes en un point G, barycentre des points pondérés
(A.a) et (B,b).

b} Application 3

Construire lq point G,, barycentre de (A,-2) et (B,5), puis le point G,, barycentre de (A, 5 ) et (B,1).

Solution

1°) M n’appartenant pas 4 la droite (AB) et les nombres réels @, b étant non nuls, les vecteurs aMA et
bMB ne sont pas colinéaires. Le vecteur MM’ n’est donc pas nul et M # M’

— o g —>
MM’ = aMA + bMB
> S

= (a + b)MA + bAB.

2°) On suppose a + b # 0.
— — >
a)Ona: (a+ b) MA =MM’ — bAB. N N
2 i . -

Les vecteurs MM’ et AB ne sont pas colinéaires, sinon le vecteur non nul (a+ b]MA serait colinéaire & AB,
ce qui est impossible car M n’appartient pas a la droite (AB) ; les droites (AB) et (MM’) sont donc sécantes.

Désignons par G le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).

On sait que: G e (AB) et aM;\ + bI\_/[_ﬁ =(a+ b)M_é.

D'oti : MM = (@ + B)MG et G e (MM).

Les droites (AB) et (MM’) sont sécantes en G.

b] Les figures ci-dessous indiquent la construction des points G UG

Barycentre 9
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B TR P
M = m\r\‘\ 3MA -~ %
A G M e
e On construit le point M’ tel que : ¢ On construit le point M” tel que :
— S —> — 3 = —
MM’ = - 2MA + 5MB. MM"=?MA+MB.

° G, est le point d’'intersection de (AB) et (MM’). e G, est le point d’intersection de (AB) et (MM”).

2. Soit G le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b). Discuter, suivant les valeurs des
coefficients a et b, la position de G par rapport aux points A et B.

Solution guidée

* En utilisant ’égalité aGA + bGB = 0 (1), justifier que : |a| GA = |b| GB (2).

e Déduire de (1) que : )
—si ab > 0, alors G appartient au segment [AB] privé des points A et B ;
—sia=0,alorsG=B;sib=0,alors G=A;
—si ab < 0, alors G appartient au complémentaire du segment [AB] dans la droite (AB).

* Déduire de (2) que G est plus proche du point qui a le plus grand coefficient en valeur absolue.

* Vérifier que ’on obtient les résultats suivants :

. . G ‘ ‘ < . .G
T A B A B A B A B
ab <0etla > b ab > 0 et |a > |b| ab>0et|d < b ab < 0etld < b

A E XCTCICOS Bors o i o o i 7 o

Construire le point G, barycentre des points

1.a  Soit deux points A et B. On considére le point
G, barycentre des points pondérés (A,2222) et pondérés (A.2) et (B.3).
(B,3333). Exprimer le vecteur AC an fonction Construire le point G’, barycentre des points
RS AN A‘B’_ pondérés (A,— 1) et (B,3).

1.b A, BetGsont des points tels que : AG = 7AB. l.e Ecrire chaque point comme le barycentre des
deux autres dans les deux cas suivants :

Déterminer un couple (a.b) de nombres réels tels : .
A

que G soit le barycentre des points pondérés
(A,a) et (B,b). H ' K . . L

1.c  Le plan est muni d’un repére. On considére les f
sl A(i) B(_ i) (15 eyoentse des poists 1 Sur la figure ci-dessous, placer le barycentre des
¥ points pondérés (A,3) et (B,2), et celui des points
pondérés (A,2) et (B,1). Déterminer les coor- (A~ 3) et (B,13).
données de G.

||||||||||||||||||||
||||||||||||||||||||

T.d  Soit deux points A et B.

10 Barycentre




—2.1. Théoréme et définition

Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés.
Sia+b + c#0, alors il existe un seul point G tel que : aGA + bGB + ¢GC = 0.

Démonstration
—> — e < S o —
aGA+bGB+¢GC=0 < (a+b+c)AG=DbAB +cAC
> b —> c —>
o AG=z ———— e —
a+b+ec a+b+c
Cette derniére égalité justifie I'existence et I'unicité du point G.
| Définition

Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés tels que : Gth:c £0.

On appelle barycentre des points pondérés (A,a), (B.,b) et (C,c) I'unique point G tel que :
> > > >

aGA + bGB + ¢GC = 0. %

On note : G = bar{(A,a), (B,b), (C,c)} ou G = bar

Remarques

® SiI'un des coefficients est nul, par exemple a, alors G est le barycentre de (B,b) et (C,c).
* Cette définition et la remarque précédente se généralisent & 4 points (et plus).

]

Exemple B
Soit ABC un triangle, Construire le barycentre G des points
pondérés (A,3), (B,—2) et (C,1).
> > —> >
Le point G cherché est tel que : 3GA — 2GB + GC =0 (1).
> S — > —
(1) = 3GA-2(GA+ AB)+ GA + AC=0
— —> —_—
= 2GA-2AB+ AC=0
B — i
= AG=-AB + ?AC.

On en déduit la construction ci-contre.

—-2.9. Propriétés

mmmmmm Homogénéité
Propriété

Le barycentre de trois (ou plus) points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients
par un méme nombre réel non nul.

La démonstration est identique a celle qui a été faite pour deux points.

Barycentre 11




Remarque

Le barycentre de points pondérés affectés de coefficients égaux est appelé isobarycentre de ces points :
* I'isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment [AB] ;

* I'isobarycentre de trois points A, B et C non alignés est le centre de gravité du triangle ABC ;

o I'isobarycentre des sommets d'un parallélogramme est Ie centre de ce parallélogramme.

mmmmees  Réduction de la somme aMA + bMB + ¢MC

Propriété :
Soit (A,a), (B,b) et (C,c) des points pondérés. Pour tout point M du plan :
- - o S
*sia+b+c#0,alors aMA+bMB +cMC=(a+b +c) MG,
ot G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,c);
esi a+b+c=0, alors le vecteur aﬂ +b1\EE.+cNT(>] est indépendant du point M.

Démonstration

> —> > — —> e -
eSia+b+c=0,alors aMA + bMB + ¢cMC = (a + b + ¢)MG + aGA + bGB + cGC
o
=(a+b + c)MG.
eSia+b+c=0,alors a=~-b-c¢
o 3 — o > —>
et aMA + bMB + ¢MC = (- b = ¢)MA + bMB + cMC
> >
=bAB + cAC.
Donc, le vecteur aMA + bMB + ¢MC est indépendant du point M.

Comme pour deux points, on déduit de cette propriété les coordonnées du barycentre de trois points.

mmmmmm Coordonnées du barycentre

Propriété _ | TN

Le plan est muni du repére (O, I:_}_))

Si A(';i), B(;B), C(;g) et si G est le barycentre de (A,a), (B.,b) et (C,c),
B g

ax, + bxg + cxg

a+b+c
ay, + byg + ¢y
a+b+c

alors G

mmmmmmn  Barycentires partiels

ABC est un triangle. Soit G le point défini par I'égalité GA — 3GB + 4GC = 0.
On désigne par K le barycentre des points (B,—3) et (C,4).

e Fcrire G comme barycentre des points A et K.

e En déduire une construction du point G.
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Théoréme

Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés telsque:a +b+c=0eta + b = 0.
Si H est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors bar {(A,a), (B,b), (C,c)} = bar {{H,a + b), (C,c)}.

H est appelé barycentre partiel.

Démonstration (Aa) ®,b) €,0)
Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,c).

Ona:aGA +bGB + ¢GC = 0. \/ |
Or: aGA + bGB = (a +b) G, (Ha +b) (C,e)
Dol : [a+b](¥1+c@>=-& \ /
Dong, G est le barycentre de (H,a + b) et (C,c).

Cette méthode de détermination du barycentre peut &tre illustrée (Ga+b+co)

par le schéma ci-contre.

Exemple

Reprenons I'exemple du § 2.1. :

Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points A
pondérés (A.3), (B,—2) et (C,1), en utilisant le théordme des A —.C
barycentres partiels. . N /-/

Si H est le barycentre de (A,3) et (B,—2), alors AH = —2AB “//

et G est le barycentre de (C,1) et (H,1), c’est-a-dire le milieu de oM Eils

ICH]. // -

On en déduit une construction du point H, puis du point G. e

Le théoréme précédent se généralise & un nombre quelconque de points et permet d’établir le point
méthode suivant.

Pour déterminer le barycentre de plusieurs points pondérés, en peut remplacer certains
d'entre eux par leur barycentre partiel, affecté de la somme de leurs coefficients, 4 condition
que cette somme soit différente de zéro.

Soit un triangle ABC et G le barycentre de (A,a), (B,b) et (C.c). Lorsque a + b # 0, H est barycentre de (A,a)
et (B,b) si et seulement si H est le point d'intersection des droites (AB) et (CG).

—-2.3. Travaux dirigés

mammmm 1. Ensemble des barycentres de trois points non alignés

Soit A, B et C trois points non alignés du plan.

1°) Etant donné un point G, démontrer qu'il existe un triplet unique (a,b,c) de nombres réels tels que G
soit le barycentre de (A,a), (B,b), (C,c)eta+ b +c=1. .

2°) Application

Déterminer les coefficients a, b et ¢ (@ + b + ¢ = 1) pour que G soit le barycentre des points pondérés
[A.a), (B,b) et (C,c) dans les cas suivants :

a) C'est le miliell> de [AE] et G est le milit_ai de [(i]’] p

b) K est tel que KB = 3KC et G est tel que AK = 4AG.

Barycentre 13




Solution

1°) Soit a, b et ¢ trois nombres réels tels que : @ + b + ¢ = 1.
G=bar((Aa), (BD), (G} & AG=

C =

a+b+c AB+ a+b+c
— > > >
< AG=bAB + cAC (cara+b+ec=1)
= G(Ié) dans le repére (A, B, C).
Tout point G du plan admet un couple unique de coordonnées dans le repere (A, B, C), d’on I'existence
et l'unicité des nombres réels b et ¢, comme du nombre réel a (a=1-hb-2c).
2°) Application d
al]Ona:GA +GB =2GC
= —2GC.
—> = — —>
Dot : GA +GB + 2GC = 0.

Donc a, b, ¢ sont proportionnels a 1, 1, 2.

T 1
Amm:a:b:—i— et c=—.

2
— = K

b)-KB + SKE = OT donc :Xf( e b {—EB + 31?(’3}.

2
Or A_E} e FK C

— 4 1 —> =3 =
Donc : AG = & (~AB + 3AC). &~
Le point G a pour coordonnées (- % ; %) dans le repere G
3 il 3 ’
% = — = —_—— = — A B

(A, B, C). Donc : a 4,b = et ¢ 3

mmmmmmm 2. Centre du cercle inscrit dans un triangle

Soit ABC un triangle. On pose : BC = a, AC = b et AB = c.
On désigne par I le barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c).
1°) Soit P le point de (AB] et Q le point de (AC) tels que : AI —AP +AQ
a) Démontrer que : |]AP|I = IfAQH
b) Quelle est la nature du quadrilatére APIQ ? En déduire que le point I appartient a la bissectrice de
I'angle A du triangle ABC.
2°) Démontrer que le point I est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

Solution .

& ‘—b_ — ' —_—
) a]Ona.AI—(H_b_H:A Y eihic
Dod:AP=—2  AB et A= —C AC
e T Q-m :

On a donc : [AP| = Q)] = m

b) Le quadrilatere APIQ est un losange car c’est un
parallélogramme ayant deux c6tés consécutifs égaux.

geks A
I appartient donc 4 la bissectrice de I’angle A.

(&

2°) On démontre de méme que I appartient aux bissectrices des angles B et T ; I est donc le centre du
cercle inscrit dans le triangle ABC.
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=nmmmm 3. Cenire d'inertie d’une plaque homogene

On admet les résultats suivants, utilisés en Physique, concernant les plaques homogénes :

~ le centre d'inertie d’une plaque triangulaire est I'isobarycentre de ses sommets ;

- s1 une plaque admet un centre de symeétrie I, ce point est le centre d’inertie de g plaque ;

- si une plaque admet un axe de symeétrie, le centre d’inertie de la plaque est un point de cet axe ;

= si une plaque P est la juxtaposition de deux plaques P, et P,, de centres d'inertie respectifs I, et I, et de
masses respectives m, et m,, le centre d’inertie de la plague P est Ie barycentre de [Il,mI ] et (1,.m,).

Soit ABC un triangle, M et N les milieux respectifs des segments [AB] et [AC].

1°) Vérifier que le quadrilatére MNCB est un trapéze et déterminer le centre d'inertie G de ce trapéze,
considéré comme une plaque homogéne.

2°) Déterminer 'isobarycentre I des points M, N, C, B. Les points I et G sont-ils confondus ?

3°) Application

Le plan est muni du repére (O, z_: f]. On considére les points A(g), B(_Oﬁ) et C(g)

Calculer les coordonnées des points G et L.

Solution "

1) Dans le triangle ABC, (MN) est la droite passant par les |
milieux des cotés [AB] et [AC], elle est donc paralléle a la

droite (BG). Ainsi, le quadrilatére MNGB est un trapeze. ;

Le triangle ABC peut étre considéré comme la juxtaposition » / .

de deux plaques homoggnes : le triangle AMN et le trapeze
MNCB. K

On désigne par J et K les centres d’inertie respectifs des tri- /G
AI

angles AMN et ABC, c’est-a-dire leurs centres de gravité, et
par G le centre d’inertie du trapéze MNCB, B
Le triangle AMN est I'image du triangle ABC par I’homothétie h
de centre A et de rapport — .
Dong : aire (AMN) _ £ o aire (AMN) _x

"7 Tdire (AB C) T4 aire (MNCB) ~ 3~ <
Les plaques AMN, MNCB et ABC sont homogenes, donc leurs masses sont proportionnelles & leurs aires
Tespectives.

Dong, K est le barycentre des points pondérés (J,1) et (G,3).
Ona: Af+ 3AG = 4AK (1).

- U, Qe O T
Soit A’ le milieu de [BC] : AK = ?AA’ = (AB +AC) et A] =

e 1 > R

AK = 'y (AB + AQ).

En remplagant dans (1), on obtient :

> 4 —> > 1 — —> —> 7 - >
1%G=-3—[AB +AC)——B—[AB +AC) & AG= 8 (AB + AQ) (2).
2°) L'isobarycentre I des points M, N, C, B est tel que A_f o 3 (Ai\jl +AI+\I +A—]§ + AE]
1 > ] = > —

= (Z—AB +7AC +AB +AQ)

(AB +AQ) (3).

oo,w u=.|.—-4=-

Le centre d’inertie G du trapéze MNCB et I'isobarycentre I de ses sommets sont donc distincts.
3°) Application

af3 -6 6
Ona: A(g), B( 0 ) et C(O).

_ 5 sy - 2
De I'égalité (2), on déduit :0G = OA + %(AP: +AC) = %— O;& + %(Oﬁ +OEJ ; donc : G(g)
—> >

L o> o 3 1 = 3 - -
Do méme, de I'égalité (3), on deduit : OF=OA + 2 (AB + A) = - OA+ 2 (0B +00) ; donc : I(

).

s Hafes
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WE xercices G2 o A A 7 o A AR o o P A

2.0 Soit A, B, C, D quatre points tels que D soit 2.2  Soit ABC un triangle, B’ et C’ les milieux res-
I'isobarycentre des points A, B et C. pectifs des cotés [AC] et [AB].
Ecrire A comme barycentre des'points B, C et D. On désigne par G le point d’intersection des
diagonales du trapéze BCB’C’.
" 2b  Ecrire G comme barycentre des points A, B et 1. Que représente G pour le triangle ABC ?
C dans les trois cas de figure ci-dessous. 2. Ecrire G comme barycentre des points B, C,
) B etC.
A G G _A 2
2f  soit ABCun triangle, B’ et C’ les milieux res-
G pectifs des cotés [AC] et [AB].
B c B c B ¢ 1. Construire I'isobarycentre I des points B, C,
B’ et C.
2. Ecrire I comme barycentre des points A, B et C.
2.c  Soit ABCun triangle. 2.9 Soit ABCD un parallélogramme.
1.En utilisant la définition du barycentre, 1. En utilisant le théoréme des barycentres par-
construire le barycentre des points pondérés tiels, construire les points G et G’ définis par :
(A1), (B,—1) et (C,2). G = bar {(A,-1), (B,4), (C,1), (D,2)),
2. En utilisant le théoréme des barycentres par- = bar {(A,1), (B,2), (C,3), (D,4)}.
tiels, construire le barycentre des points (A,1), 2. Le plan étant muni du repére (A, B, C), cal-
(B,2) et (C,3). culer les coordonnées des points G et G.
¥2d SoitABCun triangle et G son centre de gravité. 2.h  On considére un triangle ABC.

On munit le plan du repére (A, B, C). o

1. Déterminer les coordonnées de G.

2. Déterminer une équation de chacune des
médianes du triangle ABC.

3. Vérifier que le point G appartient 4 chacune
d’elle.

1. Construire le barycentre G des points pon-
dérés (A, 1), (B, 1) et (C, 2).

2. Exprimer le point C comme barycentre des
points A, B et G.

. Problemes d’alignement et de concours

On peut utiliser les barycentres pour démontrer I'alignement de trois points ou le concours de trois droites.
Dans certains cas, cet outil permet de conclure rapidement. Nous allons en observer 1'usage a travers
quelques exemples.

lti_ Alignement de points

Soit ABD un triangle et M le mﬂleu du segment [AD].
>
Placer les points I et C tels que : Al=2AB et DC=

Démontrer que les points B, C, M sont alignés.

>

DI

| e
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S olution s 3 A[B On peut résumer I’argumentation a
7 Al= D AB ; donc:T = bar 112 'aide du schéma ci-dessous :
e T N St A niinTTH
DC—mDI,dOHC.C—baI'13 __’__(Eii)\‘
| M — ha DA B!i (D,1) 1,3)
1]1]2] | > il
= bar : l
D 212 ] (M,2) (B,2)
Les points B, C, M sont donc alignés. (C,4)

Pour démontrer que trois points sont alignés, il suffit de démontrer que I'un est barycentre des
deux autres.

Concours de droites

Soit ABC un triangle. On désigne par I, J et K les points tels que :
Es 1 > > 1 > > 2 >
AT = 3 AB,CJ= - CBetCK = 7 CA.

Démontrer que les droites (A]J), (BK) et (CI) sont concourantes.

Solution

”&j*—-I—AE ; donc : I= bar B
e 241 : e (il
=l | > B[C]
LJT:—— X s 1=

] 3+1CB ; donc : J=bar ES
= 2 = v o TR
uK_3+2(]A ; donc : K = bar 2[3]"

[A[B[C]
2[1[3]

En appliquant trois fois le théoréme des barycentres partiels a cette derniére égalité, on obtient :
G =bar L G:bar_f“IIi G =bar BIK
T B 2[4 N 1[5]

Par conséquent, les droites (IC), (A]) et (BK) sont concourantes en G,

i
On peut résumer I'argumentation 4 'aide des trois schémas suivants :

(A2)  (B1) ((3) A2 @1 (C3) B1) (A2 ((3)
i l P I
(,3) (€,3) (A2) U4 (8,1) (K,5)
(G,6) (G,6) (G,6)
Ge( Ge(Al) G € (BK)

—.3.2. Lignes de niveau

mummmmm Introduction g

Dans les manuels de géographie ou dans les atlas, certaines cartes contiennent des courbes telles que des
isothermes ou des courbes de niveau :

—'ensemble des points ot la température moyenne est égale a 28° s’appelle isotherme de 28° ;

— I'ensemble des points de méme altitude s’appelle courbe de niveau ou ligne isocline.

On fait ainsi correspondre 4 chaque point d’une région du globe terrestre un nombre réel.
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Définition
Seit k un nombre réel et f une application du plan % dans R.
On appelle ligne de niveau & de f; l'ensemble (E,) des points M tels que : f{iM) = k.

mmmmm Lignes de niveau de M — aMA? + HMB2

Soit A et B deux points distincts du plan ?, a et b deux nombres réels non tous nuls et f T'application
de ? dans R définie par : £ (M) = aMA2 + bMBZ

Pour tout nombre réel k, on se propose de déterminer I’ensemble (E,) des points M du plan tels que :
fM) = k.

® Sia+b#0, désignons par G le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).
= —
On a : aMA? + bMB? = aMAZ2 + bMB? M
—> e . —
= aMG + GA)? + b(MG + GB)? N
P &
= (a + b)MG? + aGA? + bGB? + 2MG.(aGA + bGB)
= (a + b)MG? + aGAZ? + bGB2.

Onadonc:f(M)=k < (a+h)MG?+aGA? + bGB2= [
k- aGA? - pGR2

o MG?= . A
a+b
Ik —aGA? — pGBR2
On pose : =0;
a+b
-sia<0, (E,) est I’ensemble vide ;
—si =0, (E,) se réduit au point G ; f Ensemble des points M tels que :
—si o> 0, (E,) est le cercle de centre G et de rayon ., . MAZ — 9MB2 = 9

t
®Sia+b=0,alors aMA? + bMB? = q(MAZ — MB?2).
On pose : I’ = %- ; le probléme revient & déterminer I'ensemble des points M du plan tels que :
MA? - MB? = .
Soit I le milieu du segment [AB].
> - > o o M

Ona : MA? - MB? = (MA + MB).(MA — MB)

= 2MJ.BA

= 2ABIM.
Désignons par H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB).
Ona: Aﬁlﬁ:zﬁ% x TH.
Donc:fM)=k < 2ABxIH=k

— —— 1
- H= —, A | H B
2AB
On en déduit que le point H est indépendant de M. Ensemble szS poir;ts M tels que :
(E;] est la droite perpendiculaire & (AB) passant par H. MA® - MB® = 16

Propriété

Soit A et B deux points distincts du plan #, a et b deux nombres réels non tous nuls et f l'application de %

dans R définie par : £ (M) = aMA2 + HMBZ,

* Si a+b+0, on désigne par G le barycentre de (A,a) et (B,b) ; la ligne de niveau k de I'application fest:
ou bien I'ensemble vide, ou bien le point G, ou bien un cercle de centre G.

* Si a+b=0,laligne de niveau k de I'application fest une droite perpendiculaire a (AB).
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MA

Lignes de niveau de M — VB

* a et b sont tous nuls signifie que: a=0 et b=0:
® a et bsont non tous nuls signifie que: @0 ou h=0;
* a et b sont tous non nuls signifie que : @ =0 et bh=0.

Soit A, B deux points distincts du plan et & un nombre réel strictement positif. On se propose de déterminer
ensemble (E;) des points M du plan tels que : % =l

* Sik=1,alors (E,) est la médiatrice de [AB].
MA

-Sik¢1,alors:1\—4—§=k = MA? — k2MB2 = 0.

On se rameéne au probléme précédent : déterminer la ligne de niveau 0 de ’application

M — aMA? + bMBZ, avec a =1 et b = — k2.
Soit G le barycentre de (A,1) et (B,~k2).
GA-K2GB=0 = GA=kCB.

GA2 — 2GB2
% E M@= oo
= {Fg iy -1
2072 2
R K2(k% — 1)GB
-1
& MG = kGB.

'E,) est le cercle de centre G et de rayon kGB.

Eemargu'es
®  est extérieur au segmeht [AB].
* MG? = k? GBx GB

= GA x GB.

Donc : MG? = GA GB.

mExercices B

3.0 Soit ABCD un quadrilatére, On désigne par 1, J,
K, L, M et N les milieux respectifs des segments
[AB],BC], [CD], [DA], [AC] et [BD].

En utilisant les barycentres partiels, démontrer
que les segments [IK], [JL] et [MN] ont méme
milieu. j

3.b  soit ABCun triafgle. On considére les points
D, E, F barvcentres respectifs de (A,1) et (B,1),
de (A,3) et (C,-1), de (B,3) et (C,1).
Démontrer que E est barycentre des points
pondérés (D,3) et (F—2).
En déduire que les points D, E et F sont alignés.

(d’apres le paragraphe précédent)

7 i \
/ kGB \
: ﬁ e —
A Fr B €] IH

\ /

% 1

\\ p P
\\\.\_ / (E.Tc)
~ _

.

3.d

3.e

3.f

Ensemble des points M tels que : M_A= 2

MB

Soit A et B deux points distincts. Déterminer l'en-
semble des points M tels que : MA2 + MB? = AB2,

Soit A et B deux points distincts. Construire
I'ensemble (E) des points M tels que :
MA?Z — MB? = ABZ.

Soit A et B deux points distincts. Construire
I'ensemble (E) des points M tels que :
MAZ? - MB? = 2AB2,

Soit A et B deux points distincts. Construire 'en-
semble (E) des points M tels que : MA, 2 = MB.
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AN

APPRENTISSAGE ;

Barycentre de deux points
pondérés

1 On considére un segment [AB].
Placer, sans calcul, le barycentre des points pondérés
(A, a) et (B, b) dans chacun des cas suivants :
aja=1 et b=2 : bjla=2 et b=-5;
cla=-5 et b=-1 ; d)a=10 et b=10.
A B

L ’ L 4 L L s ' I I ; - L s L !
t t T + T T T T T T T T T T T

2 Pour chaque cas de figure, écrire chacun des
trois points comme barycentre des deux autres.

A B C

L 1 s 3 3
T T T T T

D E F

g

3 Déterminer deux nombres réels a et b tels que C
soit le barycentre des points (A, a) et (B, b) dans chacun
des cas sulvants
a) AB + ZBC o 3

C}AB+2C.'A=3CB :

b) 3AB = 2BC ;
d} AB - 2BC = 3AC.

& Le plan est muni du repere (O, I, ).

On donne les points A i .B g ; on désigne par G le

barycentre des points pondérés (A, —1) et (B, 4).

1. Exprimer OG en fonction de OA et de OF.
2. Calculer les coordonnées de G.

5 Sur une droite de repere (O, 1), on donme les
points A et B d’abscisses respectives — 3 et 3.
1. Construire les points C et D tels que :
C est barycentre des points (A,1) et (B, 2) ;
D est barycentre des points (A,1) et (B, —2).
2. Déterminer deux nombres entiers positifs ¢ et d tels
que :
A est barycentre des points (C, ¢) et (D, — d) ;
B est barycentre des points (C, ¢) et (D, d).
3. Soit J le milieu du segment [CD]. Vérifier que :

OA%=0B?= OCx OD et JC2=]JD?= JA x JB.
Barycentre de plus de deux
points pondérés

6 Soit A, B, C trois points non alignés et G le
barycentre de (A, -3), (B, 1), (C, 1).
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7

1. Démontrer que A est le centre de gravité de GBC.
2. En déduire une construction de G.

7 Les notes sur 20 d’un éléve sont 14 en mathé-
matiques, 8 en physique et 5 en francais. Les coeffi-
cients affectés a ces disciplines sont respectivement 4, 2
et 1.

1. Calculer la moyenne m sur 20 de cet éléve.

2. @) Sur une droite de repere (O, 1), placer les points A,
B, C et G d’abscisses respectives 14, 8, 5 et m.

b) Démontrer que G est le barycentre de (A, 4), (B, 2) et
(G; 1)

& Soit ABC et AB'C’ deux triangles de centres de
gravité respectifs G et G'.
1. Démontrer que : E‘Y + BE + 60 = 3GG".
2.En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que ABC et AB'C’ aient le méme centre de gravité,
Application
Soit ABC un triangle et k& un nombre réel. On désigne
par AL B et C’ les polnts tels que :

kBC CB'= kCA et AC= kAB.
Demontrer que les triangles ABC et A'B’C’ ont le méme
centre de gravité.

* 9 Soit ABCD un parallélogramme. On désigne par

C’ le milieu de [AB] et par G le point d’mtersectlon de
/(BD) et (CC).

1. Démontrer que G est le centre de gravité de ABC.

2. Ecrire C comme barycentre des pomts A,BetD.

3. Démontrer que : 3AG—2AB - AD = 0.

10 Soit ABC un triangle, I et K les milieux res-
pectifs des segments [AB] et [IC].
Eerire K comme barycentre des points A, B et C.

11 On considere un triangle ABC. Soit I le milieu
de [BC] et G le point de [AI] tel que : AG = —AI
1. Ecrire G comme barycentre des points A B et Cet
déterminer les coordonnées de G dans le repére (B, C, A).

#2. On désigne par K le point d’intersection des droites-
(AB) et (GC). Ecrire K comme barycentre de G et C.

12 Soit ABC un triangle équilatéral, 11e milieu du
segment [BC] et H le projeté orthogonal de I sur (AB).
1. Ecrire H comme barycentre des points A et B. ’
2. Soit K le milieu du segment [IH]. Démontrer que K
est le barycentre de (A, 1), (B, 5) et (C, 2). .

13 Soit ABC un triangle.
1: Cfms’rrmre le point G, barycentre de (A, 2), (B, —1)

25 Construu‘e les pomts P, Q et R tels que
GP = 4GA, GQ = —2GB et GR =3GC.

Démontrer que le point G est le centre de gravité du tri-
angle PQR.




Ultilisations du barycentre

14 Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par I,
L. K, L, M, N les milieux respectifs des segments [AB],
IBC], [CD], [DA], [AC], [BD] et par G l'isobarycentre des
points A, B, Cet D.
L Démontrer que les droites (IK), (JL) et (MN) sont
concourantes en G.
2. Soit H le centre de gravité du triangle BCD.
Oémontrer que les points A, G et H sont alignés.
Enoncer trois autres alignements de méme type.

15 Soit ABC un triangle. On désigne par D le
Simétrique de B par rapport 4 A, I le milieu de [AC] et
1 ke point tel que : Bf = 2-BC.

Jémontrer que les points D, I et ] sont alignés.

16 Soit ABCD un quadrilatre, L et ] les milieux
mespectifs des segments [AD] et [BC], I et K les points
- — 2 > — 2 —

“einis par: Al= ——AB et DK = =DC.
Oémontrer que le milieu du segment [IK] appartient a la
Emite (J1.).

17 Soit ABC un triangle.
% Construire les points P, Q et R tels que
g 3 > — 1 —> > B —
P = S—CA, AQ=-—AB et BR= o BC.
& Démontrer que les droites (AR), (BP) et (CQ) sont
MBmcourantes.

18 Memes questions que dans l'exercice précé-
» : o I e 1k > —> A ==
et avec : CP = ?CA, AQ = ?AB et BR = ?BC.

19 Soit ABCun triangle. On désigne par A’, B’, C’
‘s milieux respectifs des segments [BC], [AC], [AB] et
— —
2 F le point défini par : AP = % AB.
WéEmontrer que les droites (AA’), (B'C’) et (CP) sont
SBmcourantes.

20 Soit A et B deux points du plan tels que AB =6
# fTapplication numérique définie dans le plan par :
M) = MA2 + MB2.
L Déterminer les lignes de niveau 50, 36, 26, 20 de f.
= Pour quelles valeurs de k la ligne de niveau k de f:
— est-elle réduite 4 un point ?
— passe-t-elle par A 7
— passe-t-elle par le symétrique de B par rapport a A ?
& Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que:
26 < MA? + MB? < 68.

21 On donne un segment [AB].
Sterminer et construire ’ensemble (E) des points M
2= plan tels que : MA = 2MB.

22 On considére un triangle ABC et1le milieu L du
e [AB]. Déterminer et tracer la ligne de niveau CA.CB
2= I'application définie dans le plan par fiM) =MA. MB.

23 On donne un segment [AB].
L. Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1)
&t (B, —2).
Z. Soit M un point du plan. .
= Démontrer que le vecteur 2MA — 2 MB est indépen-
ganit de M.

b) Déterminer et L construire l’ensgglble des points M tels
que : [MA — 2MB| = [2MA — 2 MB].

24 1a figure ci-contre représente

une plaque homogéne d’épaisseur E
constante, formée d’'un carré ABCD et B

de deux triangles rectangles isocéles A F
ABE et BCF. ;
Déterminer la position du centre de D -

gravité de cette plaque.

APPROFONDISSEMENT '

25 Soit ABC unfh‘iangle, B’ et C’ les milieux respec-
tifs des cotés [AC] et [AB]. On désigne par D le symétrique

“de A par rapport a B, E le symétrique de C par rapport & A et

F le milieu de [DE].
Démontrer, en utilisant le théoréme des barycentres par-
tiels, que les points F, B’ et C’ sont alignés. Préciser\leurs
positions relatives.

26 Soit ABC un triangle, p et g deux nombres réels
positifs non nuls. On désigne par G le barycentre de (A, P,
(B, g) et (C, g). Les droites (AG), (BG) et (CG) coupent res-
pectivement (BC), (CA) et (AB)en I, Jet K.

En utilisant le théoréme des barycentres partiels, démon-
trer que :

a) 1 est le milieu de [BC] ; .

b) les droites (JK) et (BC) sont paralléles.

27 Soit ABC un triangle. On pose : AB = ¢, BC=a
et AC =b. On désigne par I le point d’intersection de (BC)
avec la bissectrice de l’angle A. La droite parallgle & (AI)
passant par C coupe (AB) en D. B
1. Démontrer que ACD est isocéle et que = —%

2. En déduire les barycentres respectifs de (B, b) et (C, c),
de (A, a) et (B, b), de (A, @) et (C, ¢).

3. Démontrer que le centre du cercle inscrit dans le tri-
angle ABC est le barycentre de (A, @), (B, b) et (C, c).

28 Soit ABC un triangle. La hissectrice extérieure
de I'angle A (droite perpendiculaire & la bissectrice de
I'angle A ) coupe la droite (BC) en K. La parallgle a (AK)
passant par C coupe (AB) en C'.

1. Démontrer que le triangle ACC’ est isocgle.
2.0npose: AB=c et AC=h.
Démontrer que K est le barycentre de (B, b) et (C, —).

29 Soit ABC - un triangle non isocéle en A. Les bis-
sectrices des angles B et Ecoupent respectivement les cétés
[AC] et [AB] enIet]. Les droites (I]) et (BC) se coupent en K.
1. Ecrire K comme barycentre des points I et ], comme
barycentre des points B et C.
2.En déduire que (AK) est la hissectrice extérieure de
I'angle A du triangle ABC.

(On utilisera les propriétés des bissectrices démontrées
dans les exercices 27 et 28.)

30 Soit A et B deux points d'une droite (A), @ et b
deux nombres réels tels que : 0 < a < b.
1. Démontrer qu’il existe deux points C et D tels que C est
le barycentre des points (A, a) et (B, b), D est le barycentre
des points (A, a) et (B, —b). ;
B
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Préciser la position de ces points par rapport aux points A et B.
2. La droite (A) est munie du repére (A, B).

Calculer, en fonction de a et b, les abscisses des points C
CA DA

et D et vérifier que : = —
CB DB
3. Démontrer que :
a) A est le barycentre des points (C, @ + b) et (D, a — b) ;
b) B est le barycentre des points (C, a + b) et (D, b — a).

31 Soit ABC un triangle et M un point strictement
intérieur a ce triangle. Les droites (AM), (BM) et (CM) cou-
pent respectivement les cotés [BC], [CA] et [AB] du tri-

angleen A, B’ et C".

aire (MAB)  AB
aire (MAC) ~ AC '
b)En déduire que A’ est le barycentre des points pondérés
(B, aire(MAC)) et (C, aire(MAB)).
2. Soit G le barycentre des points pondérés (A, aire(MBC)),
(B, aire(MAC)) et (C, aire(MAB)).
Démontrer que les points G et M sont confondus.
Application
Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On
pose :BC=a, CA=betAB=c.
En utilisant les résultats précédents, démontrer que I est le
barycentre des points (A, a), (B, b) et (C, ¢).

1. a) Démontrer que :

32 On considére une droite (@), un point P exté-
rieur & cette droite et H le projeté orthogonal de P sur ().
A tout point M de la droite (), on associe le point N bary-
centre des points pondérés (M,HP?) et (P,Hl\ﬁ]. &

1. Exprimer le vecteur HN en _f_();l(:ti% de HM et HP.

2. En déduire que les vecteurs HN et MP sont orthogonaux.
3. Déduire de la question précédente le lien des points N
lorsque M décrit la droite (%).

33 ABC est un triangle rectangle en A, tel que
BC = 2a et G est le barycentre de (A, 4), (B, -1), (C, —1).
1. Démontrer que G et le milieu de [BC] sont symétriques
par rapport au point A.
2. Démontrer que pour tout point M du plan, on a :
4MAZ — MB? - M(? = 2MG? + 4GAZ - GB2 — GC2,
3. Soit (E) 'ensemble des points M du plan tels que :
4MA? — MB? — MC? = — 4q2.
Vérifier que A appartient a (E) puis déterminer (E).

34 Soit ABC un triangle. Sur la droite (BC), on choisit

un point M distinct de B et de C.
On lui associe le point N de la droite (AB) tel que :
AR _MC_ 4%

BC + MC,
etle point P de la droite (AC) tel que :
AP= BN if

BC + BM.
1. Vérifier que : o il
a) M est le barycentre de (B, MC) et (C, BM) :
b} N est le barycentre de (A, BC) et (B, MC) ;
¢} P est le barycentre de (A, BC) et (C, BM).
2. Démontrer que les droites (AM), (BP) et (CN) concou-
rent en un point G que 'on déterminera.
3. Déterminer le lieu des points G lorsque le point M
décrit la droite (BC).

29 Barycentre

35 ABCestun triangle. Vol 5.
On pose : @ = BG, b = AC, ¢ = AB, 0. = @ cos B cos C,
B=bcos A cos C,y=cocos A cos B.
On admettra que : o+ B+ y# 0.
1. Soit H le barycentre de (A, o}, (B, f) et (C, 7).

Exprimer le vecteur Aﬁ en fonction de AB et AC. el
2 Déguire de la question précédente que les vecteurs AH
et BC sont orthogonaux.

3. Démontrer que H est 'orthocentre du triangle ABC.

36 Soit ABCun triangle, G son centre de gravité, O
le centre de son cercle circonscrit et H le point tel que :
— > >
OH = 0A + OB + OC.
1. a) Vérifier que les vecteurs AH et BC sont orthogonaux.
b) Démontrer que H est I'orthocentre du triangle ABC.
2. Démontrer que O est le barycentre de (G, 3) et (H, —1).
3. On reprend dans cette question les données et les résul-
tats établis dans I'exercice précédent.
a) Vérifierque: p+y=acos A .
b) Déduire des questions précé@gntes que O est le bary-
centre de (A, a cos A), (B, b cos B) et (C, ¢ cos C).

37 Le croissant d'or
Le plan est muni du repére (O, T, J).
On considére une plaque homogene d’épaisseur constan-
te, formée du disque de centre O et de rayon 1, auquel on
a enlevé un disque, de rayon r, tangent intérieurement en
I au précédent.
1. Déterminer, en fonction de r, la position du point G,
centre de gravité de cette plaque.
2. Calculer r pour que le point G soit exactement sur la
«frontigre» entre les deux disques.
(On remarquera que la valeur de r trouvée est égale & I'in-
verse du « nombre d’or ».)

38 Théoréme de Céval

Soit ABC un triangle, A’, B’ et C’ des points appartenant
respectivement aux droites (BC), (CA) et (AB), distincts
des sommets A, B et C.

1. On suppose que les droites (AA’), (BB) et (CC’) sont
concourantes en un point G.

a) Démontrer qu'il existe trois nombres réels a, b et ¢ tels que
G soit le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C, a.
b) En appliquant le théoréme des barycentres partiels aux
points A’, B’ et C’, démontrer la relation de Céva

AB . BC  GA

_— X — X — =-1.

AT B - B
2. Réciproquement, on suppose que les points A’, B’ et C’
vérifient la relation précédente et que les droites (AAY) et
(BB’) sont sécantes en un point K.
Démontrer que les droites (AA"), (BB) et (CC’) sont concou-
rantes.

1. Céva Giovanni —- 1648-1734.




1 Angles orientés et
Trigonométrie

Introduction

Nous avons rencontré les angles orientés en classe de seconde.
L'objet de ce chapitre est d'approfondir cette notion et celles qui
s'y rattachent : formules de trigonométrie et équations trigonomé-
friques.

2
£

Astrolabe arabe du XIVE siecle.
(Instrument servant & mesurer la position des astres et leur hauteur au-dessus de I'horizon.)
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Le plan orienté est muni du repére orthonormé direct (O, I, ]). (C] est le cercle trigonométrique. I’ et |’
sont les points de (C) diamétralement opposés respectivement a I et J. (T) est la tangente a (C) en I.
L'unité de mesure d'angle est le radian.

—1.1. Mesures d’'un angle orienté

E L

Présentation ©

u et © étant deux vecteurs non nuls, on a défini en classe de seconde
I'angle orienté (2,v) et sa mesure principale o (o € ]-=n ; n}). ’
On a vu également qu’il existe un unique point M du cercle trigonométrique '

e Sy > >
tel que : (u, v ) = (0L, OM).
Toutefois, on remarque que la somme des mesures principales de deux
angles orientés n’est pas toujours la mesure principale d’un angle

ST T 5N o 5T o) g

orienté ; par exemple : <= + 5= A i

On est donc amené a étendre la notion dg mesure d’angle orients.

On munit la tangente (T) du repére (I, OJ). Soit A et A’ les points de (T)
d’abscisses respectives 1 et —1. Imaginons maintenant que (T) soit un fil
inextensible que I’on enroule autour de (C) :

¢ dans le sens trigonométrique pour les points de la demi-droite [IA) ;

* dans le sens contraire pour les points de la demi-droite [IA’).

A tout point de (T) d’abscisse x dans le repére (I, 6?) on associe ainsi un
point M(x) de (C).

On définit alors une application de R dans (C).
Soit o0 € ]-1 ; w] et M(o) son image sur (C).

o est la mesure principale de I'angle orienté (Oi OMYOC)].

De plus, les points de (T) qui viennent se placer sur M(c) ont pour abscisses
O, O+ 2T, O + 47, ..., 0t — 27, 0L — 4T, ...

Les points de (T) dont I'image est M(c) sont donc les points dont I’abscisse
est de la forme a + k2w, o k € Z.

Cette étude justifie la définition suivante.

Définition

Soit (u,v' ) un angle orienté et 0. sa mesure principale.

On appelle mesure de I'angle orienté (u,v ) tout nombre réel de la forme : o + I2r, otk € 7.

Remargues

® A tout nombre réel x correspond un unique point M de (C), donc un unique angle orienté (OI, OM) dont
x est I'une des mesures.

* 5i x est une mesure d'un angle orienté, les mesures de cet angle sont les nombres réels de la forme
X + k2m, oil k appartient a Z.

® Tous les nombres réels, mesures d'un méme angle orienté, ont le méme point image sur le cercle tri-
gonométrique. Ce point sera noté, selon les besoins, M{x], M(x + 2r), M(x — 2r), elc.

® Deux angles orientés sont égaux si et seulement si une mesure de I'un est une mesure de Iautre.

Notationg

! st L e L~
e L'angle orienté (u,v ) de mesure o sera noté c. PN
° L'angle orienté nul et I’angle orienté plat seront notés respectivement 0 et .
® Le fait qu'il existe une infinité de nombres réels, mesures d’un méme angle orienté, ne permet pas de

4 - 8 o . ;
donner une notation satisfaisante 4 ces mesures. On écrira : soit (w,v ) un angle orienté de mesure o.
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mmmmmm  Congruence modulo 2%

Deux mesures quelconques d’un méme angle orienté différent d*un multiple entier de 27 ; on dit qu’elles
sont congrues modulo 27,

Définition _
Deux nombres réels x et y sont congrus modulo 27 s'ils différent d'un multiple entier de 27.
On note : x = y [27] et on lit : « x est congru a y modulo 27 ».

Ona:x=yl2n] @ IkeZ x=y+k2anl

Les propriétés suivantes s'établissent sans difficulté. Elles serviront & résoudre des équations trigono-
métriques.

' Propriétés _
Pour tous nombres réels x, y, zeta, on a :
= x =z [2m].

1) x=yl2rl o x+a=y+alzn; (3[.rzy[2n]

¥ x=y[27] o —x=~y[2n]; y =z [27]

mmmmmm Recherche de la mesure principale d’un angle orienté
371
3

1%) Déterminer la mesure principale o de I'angle orienté de mesure

et placer sur le cercle trigono-
metrique le point M( 24% 7 J:

119z
3

2] Mémes questions pour les angles orientés de mesures —-7%‘- et -

Solution

. 37T 36n+ T
% Nous remarquens que : === =

g8 3
mepius,—’sle]—n;n];doncza= %

T 37w i
= _— P — = — 2 &
6 x (2m) + - Donc 5 5 [2x]

?.
7t (72 +1)n T 37t &
= Deméme: - =-——— " =_¢ —. = :
De méme 5 = x (2m) + 5 Donc = - [27]
DEPIUS;%E]—R;EI;L{DHC:&:%_,

“ouvons, par une méthode générale, la mesure principale o de ’angle orienté de mesure — ll‘&ﬂ

W vérifie leg deux conditions suivantes : i (37.-:,c
(1] —n<o<n;

A dkeZ a=- 114911:+k2n
O&terminons tout d'abord k.

B (1) et (2), on déduit que : ~ < — 19T | pon<p . I
1 19 4 1

#= divisant par 2r, on obtient : 5 5

e suite : 1355 <k<123 d'olt : fc = 15.
(119 + 120)n

119¢ b
Bonc - o = — —" = =,
cC:Q 2 + 15 X 21 P 7

=

Déterminer la mesure principale ¢ d'un angle orienté, dont une mesure a est Connue, consiste
aécrite =a+k2n, ol —t<a<rw et ke Z

¢ Cette écrifure peut étre immédiate.

* Sinon, on détermine tout d'abord k 2 l'aide des inégalités : ~t <a + k 2n < .

* Puis l'on détermine a en utilisant l’égahté o=a+k?2n

" Le symbole 3 signifie : « il existe ». Ainsi, « Ak e Z, x = Y + ke2r » signifie : « il existe un nombre entier relatif k tel que :x =y + k2n »,
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B emargues

° Six est une mesurp en radian d'un angle orienté, une mesure y en degré de cet angle orienté est obtenue

LA
par !'égalité : Eakakr

e Sauf indication coniraire, I'unité d’angle utilisée par la suite, sera le radian.
* Si o est la mesure principale (en radian) d'un angle orienté et M le point image de o sur le cercle trigo-

nométrique, la longueur de I'arc IM est |o].

. Somme de deux angles orientés

Soit o et ’ﬁdeux angles orientés de mesures o et B, o’ et p° deux mesures quelconques de o et /ﬁ
Ona: o' =o2r] & o+ P =a+f [2a]

B =P [2n] = o+f =a+fp [2n].
Donc: o + B =a+p[2r]; o + B et o+ B sont des mesures d'un méme angle orienté.

Cette étude justifie la définition suivante.
Définition | . .
Soit o et /gdeu angles orientés de mesures respectives o et f. On appelle somme des angles orientés

et ’B\, et on note o + 3, I'angle orienté dont I'une des mesures est o. + .

Remargues

¢ Deux _gngles ,Q:ienjés sont opposés lorsque leur somme est I'angle orienté nul ; 'opposé de o est noté - o
Ona:o+(-o)=

¢ La dlﬁerence de deux angles orientés est la somme du premier et de 'opposé de 'autre :

@ -B=a+(B

® Les propriéiés de I'addition des angles orientés sont celles de I'addition des nombres réels ; en particulier,
o+ B ﬁ + ¢

Exemples

== =

ABCD est un carré inscrit dans (C) tel que (OA, OB) soit I'angle droit direct
et = une mesure de (Of, OR) Ona:

3
Angle Gloh = ©L0) | ©Lo®) | ©fLob
Mesure % % % - ZTE I
T+ =5 donc: (OF, 0A) + (OF,0f) = (OF, OB) ;
%+ 3% =_ 2% [7] ; donc : (OF, O) + (O, OB) = (1, OC).

M%E Xercices B /77

A o A PSP 7 o A PR

_ 5w _3n _ 29m _B7m
1.0  On considére un angle orienté dont une mesure bjx=- a3 Y= dx=- Az Y S
est Z%r Donner quatre autres mesures de cet
angle orienté, dont la mesure Prlnc;1pa]e lc On considére l’angle orienté de mesure %TII-
Placer sur le cercle trigonométrique le point Trouver trois mesures en degré de cet angle orienté.
image de 1“
1.d1s plan est muni du repere Orthonorme d1rect
1.b  verifier que, dans chaque cas, on a : x =y [2x]. (O, L ). Soit A I'image du nombre réel 167 sur
P an 21 147 le cercle trigonométrique. Quelle est la longueur
Ciem= o Heras - EIRSSgy Y=

gr 4= de l'arc TA ?
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—2.1. Relation de Chasles

mmmmmn [nfroduction I A
A
* Sur le cercle trigonométrique, placer les 5p0ints A,BetC, 3(5_
E ; . T 5T n 6
“mages respectives des nombres réels R et — 5
* Déterminer les mesures principales des angles orientés |
= : 2
4. 0B), (OB,0C) et (OA,OC).
= Vérifier que : [CT;X, 61?3] + [5]5, CTC} = (53,6). ]
; “lette relation se généralise a des angles orientés quelconques C(—E)
- i conduit & la propriété suivante que nous admettons. -

Propriété

Ftous vecteurs non nuls 3, vet w: (w, v) + (v, ) = (If:%].

\etie propriété est appelée relation de Chasles.

Wxemples -

* Soit A, B et Cles points de (C) tels que l;—, — %‘— et — 4—5“- soient les mesures principales respectives des
s e T

smeles (OI,0A), (OB, OA) et (OC, OB).

& se propose de calculer les mesures principales respectives o et B 8 A
S gles O, 0B) ot (OF,00). a
~Onz: (OL,0B) = (Of,0A) + (OA,OB). e‘ f
s N, 35 n
“,.DB)apourmesure:—g—+—Z—=1—2-;d0u:05=ﬁ. )
0= 2: (O[,0C) = (OL,0B) + (OB,00). e
iﬁ&]apommesme:% +%:?—On=2n—‘%%§;d£=— % %
~ ™ Seit MNP un triangle ; on a : {I\TPI\TH’\D + (ﬁJ,N—ﬁJ + [P_N>I'_’1LV}U =
’: S effet : (MP,MN) + (NM,NP) + (PN, PN) = (MPMN) + (MN, PR + (PN, PN
—> — —
= (MP,PM) = . N 3y
smmmme Conséquences
* Propriété 1
it 2/, v, uet v quatre vecteurs non nuls. On a : [ﬁ] = (-ﬁﬂ © @)= e)
Eecffer, (i v)= (@, 0) & @ &)+ 6 0=, 0+ @ 5
" Propriétés 2
' h.l u et v deux vecteurs non nuls et k un nombre réel non nul. On a :
) @ d)=- @) ke, =
2 si k>0,alors (ku, v) =(d, k7)) = @, 1) ; 7 k@
B) si k<0,alors (ki ¥) =(&, ko)) = (i, v) + 73 s ownT e
B k) = @ ). “k>0 k<0
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Démonstration

Ces propriétés se démontrent aisément ; & titre indicatif, démontrons la propriété (3).
Si k < 0, les vecteurs u et ku sont de sens contraires.

—— —

Donc : (kid, v) = (ktd, &) +(d, v) = © +(&, ?).
On démontre de méme que : (, kv) =, v) + (v, kv) =(w,v) + T
! as particulier
Pour k = - 1, la propriété (3) devient : (2,7 )= (u,—v)= T W, v).
Propriété 3 :

Pour tous nombres réels a et b d’images respectives A et B sur (C), b - a est une mesure de I'angle
orienté ((_)?\, (_)_ﬁ).

—

———

Démonstration -

D’aprés la relation de Chasles, on a : [O+ 5 O_>) = [63,6?) + ((TI, C?B)
i oo = (0f,0B) - (Of,0A).
> > > —>

(OL OA) et (O, OB) admettent pour mesures respectives a et b.

Dongc, b — a est une mesure de I'angle orienté (O_A, 5+B).

2.2, Double d’'un angle orienté

De nombreuses configurations géométriques font appel au double d'un angle géométrique, par exemple un
angle inscrit et I'angle au centre correspondant. Dans le §1.2, nous avons défini la somme de deux angles
orientés. Il est donc utile de définir également le double d'un angle orienté.

Définition ' ‘
Soit (&, v) un angle orienté.

— ——
>
b

On appelle double de (u v’), et on note 2(3,,?), P’angle orienté défini par : 2(u, v) = [ﬁ) + [ﬁ).

B emargues

e Le double d’un angle orienté de mesure ¢ a pour mesure 20.
e Soit o. et P deux angles orientés ;ona:2 a+2 B=2(a+ B).

Propriétés r _

Soit o et lﬁ-deux angles orientés et 53 I’angle orienté droit direct. On a :

—— —~ —— e~

) 2a="0 = a=0 ou =T ;
(2 26=2B < <@=P oua=B+=;
(3 20=7 <& O0=0 ou a=-5.
Démonstration
1) 26=0 o 20=k2n(keZ) (3)0naA:z’§: = ?r; R
= a=kn(keZ) 2o0=T & 200=29
& =0 ou =T & =0 ou w=0d+ 7
@20=2 < 20@-P=0 & =3 oua=-73.
b ST el
= ao=pPou =P+ =
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Exemple

Trois points A, B et C distincts du plan sont alignés si et seulement si : 2 (A—ﬁ, AE) =0.
5 et £ e B, — o
En effet : 2(AB,AC) = 0 = (AB,AC)= 0 ou (AB,AC)= =
—> o
<  AB et AC colinéaires
< A, B, Calignés.

m Pour démontrer que trois points A, B et C sont alignés, on peut établir que : 2'(A_1§-, K(E] =

—2.3. Angles orientés et cercle

mmumms Caractérisation d’un cercle

Fum (6) un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cer__t_:_l_g:__
hﬁr tout point M distinctde AetB,ona: Me (4) o Z(ﬁA, 1\71?3) = [63, (T]E}.

Demonstration
% la corde [AB] est un diamétre, alors la propriété est immédiate.
Emefiet :Mec (€) o m;L_I_\/I__:B_

&  2(MA,MB)=T.
Wous supposerons désormais que la corde [AB] n’est pas un diameétre de ().

* Démontrons que : si M e (€), alors 2 [EA,@) = [63 Oﬁﬁ). M
E;nglem intercepte I’arc AB ou I’arc AB. ‘
—Si AMB intercepte l’arc AB, alors les triangles MAB et OAB sont &} B
Wrientés dans le méme sens et mes AMB = % mes AOB ; A

= > > —
denc : 2 (MA, MB) =(0A, OB).
—SiAMB intercepte Iarc AB, alors les triangles MAB et OAB sont
“rentés en sens contraires et mes AMB = 1t — % mes AOB ;

donc : 2 (MA,MB) = - (2 T - (OA, OB))
=
=(0OA, OB).

= Réciproquement, démontrons que : si 2 (I\_!ITA,MTS] = (O;‘; Oﬁ], alors M e (%).
512 (MA, MB) =(0A, OB), les points A,B, M ne sont pas alignés, sinon on aurait (OA,0B) = 0, ce qui
#st contradictoire avec I’énoncé. -
—
Soit O’ le centre du cercle circonscrit au triangle ABM ; on a : 2 (MA, MB) = (O’A,O’B).
= > =
Donc : (O’A,0’B) = (0A, OB). o .
“es triangles isocéles OAB et O’AB ont une base commune [AB] et les angles AOB et AO’B ont méme

=esure. Ces deux triangles sont donc confondus ou symétriques par rapport a la droite (AB).
De plus, ils sont orientés dans le méme sens ; ils sont donc confondus.

Amsi:0=0 et Me (€).

mmammm Points cocycliques

Jes points situés sur un méme cercle sont dits cocycliques.
Par deux points distincts A et B, il passe une infinité de cercles.
“ar trois points distincts et non alignés A, B et C, il passe un seul cercle : le cercle circonscrit 3 ABC.
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Propriete

Soit A, B, C, D quatre points distincts du plan tels que trois quelconques d'entre eux ne sont pas alignés.
Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si : 2 (C—K, C—ﬁ] i (I—f&, IT]E].

Démonstration

* 5i A, B, C et D appartiennent & un méme cercle (€) de centre O,
alors, d’aprés la propriété précédente,

e e B o
ona:2(CA,CB)=(0A,OB) et 2 (DA,DB) = (0A, OB).

- > = >
Donc: 2 (CA,CB) = 2 (DA,DB).

=y == — >

e Réciproquement, si 2 (CA, CB) = 2 (DA, DB), désignons par (€) le
cercle circonscrit au triangle ABC et par O le centre de ce cercle.
On a: 2(CA,CB) =(0A, OB) ; donc : 2 (DA, DB) =(0A, OB) et le point D appartient au cercle ().
Les points A, B, C et D sont donc cocycliques.

2.4, Travaux dirigés

smmmmmm 1. Caractérisation d’une tangente & un cercle

‘Soit () un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle, (9) la tangente a (6) en A.
Démontrer que pour tout point T du plan, distinct de A, on a:

Te (@) < 2(ATL AB)= (OA,OB).

————

Solution e

e sl — — — —
Le triangle OAB est isocele en O et (OA, OB) + (BO,BA) + (AB,AOQ) = &t;
donc : (6?&, (Tﬁ] ) (X*B,Aﬁa)
Soit T un point du plan, distinct de A; ona:
Te (@) < K’f‘ LAD

—_— —> —

2(AT.AD) =1

2 (AT, AB) + 2 (AB,AD) = 7=
=g e e

2 (AT, AB) = (OA, OB).

t ¢ 3

memmmm 2. Droite de Simson

ABC est un triangle, (€) le cercle circonscrit a ce triangle et M un point du plan. Soit E, F, G les projetés
orthogonaux respectifs du point M sur les droites (AB), (AC), (BC).

Démontrer que les points E, F, G sont alignés si et seulement si M appartient au cercle (€).

La droite passant par les points E, F et G est appelée droite de Simson du triangle ABC relative @ M.

Solution

Deux des points E, F, G sont confondus si et seulement si le point M est un sommet du triangle. La
propriété est alors immédiate.

Nous supposerons désormais que M est distinct des points A, B, C.

- > =TT
M e (6) = 2(AC,AM)] = 2 (BC,BM), car A, B, C et M sont cocycliques.
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= > 5
Or:2(AC,AM) =2 (AF,AM) (a condition que F # A)
=2 (E_EE—I\TI], car A, E, F et M sont cocycliques ;
= = =
#:2(BC,BM) = 2(BG,BM) (a condition que G # B)
=g (]3_G>,EI/I>), car B, E, G et M sont cocycliques.
(AF,AEGI) et (BE,B—I\Z] sont définis , on a donc :

. S-i\@i angles
[ =

0 =T¢)

2.a

ey = o

2(EF,EM) =2 (EG,EM)
o 2(EF,EG) =0
= E, F, G alignés.

ﬂ 3s particuliers

* 5i I'angle [AI?; A-ﬁ) n'est pas défini, c’est-a-dire si F est en A, alors
M et C sont diamétralement opposes, G est en B, les droites (FG) et
AB) sont confondues et les points E, F, G sont alignés.

Sur le cercle trigonométrique, on considére les

points A et B, images respectives des nombres
1999 3n
6 et —

e
1. Placer les points A et B.
2. Quelle est la mesure principale de l'angle

—> —3
orienté (OA, OB) ?

réels —

Soit ABC un triangle ; on désigne par o une

. L
mesure de l'angle orienté (AB, AC).
Donner, en fonction de o, une mesure des angles

(BA, AC), (AG, AB), (CA, AB), (CA, BA).

i et v sont deux vecteurs non nuls, k et I sont
deux nombres réels non nuls. Exprimer (ki k'5)
en fonction de (i, v').

(On distinguera deux cas : kI’ > 0 et ke’ < 0. )

BSi I'angle ( Bé, B]\Z'] n'est pas défini, c’est-a-dire si G esf en B, alors
Met C sont diamétralement opposés, F est en A, les droites (FG) et
'AB) sont confondues, et les points E, F, G sont alignés.

mE XerCiCes Bozrr i rommmmrrrs o rmsmmmsss

2d & B, G, D sont quatre points distincts du plan.

2f

Démontrer que :
ety oz .

. (AD, AB) + (BA, BC) + (CB. CD) + (D&, DA) =0,

[AB] est une corde d'un cercle (6) de centre O.
M et N sont deux points de (%) n'appartenant
pas au méme demi-plan de frontiére (AR). On
désigne par o une mesure de I'angle orienté
RSP .
(MA, MB).
1. Déterminer, en fonction de o, une mesure
o -]

des angles (NA, NB) et (BM, MA).

> > = =
2. Exprimer (OB, AQ) en fonction de (AB, AQ).

ABCD est losange de sens indirect tel que :
mes BAD = % Déterminer une mesure des angles

—

(BA, BC) et (CD, GA).
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1. Lignes trigonométriques d’un angle orienté
mmmmmm Cosinus et sinus d’un angle orienté

Soit (i, v") un angle orienté de mesure o et M I'image de o sur (C).
* Le cosinus de (u, ©’) ou de ¢ est Pabscisse de M.

» Le sinus de (¢, v') ou de o, est Pordonnée de M.

Remargues

° Si P et  sont les projetés orthogonaux respectifs de M sur (I'l) et (T]), Q= I

ona:cos (4, v)=coso=0P et sin (4, v') = sin o= OQ.

® Dans le plan muni du repére (O, I, ]), on a : M (gﬁf 3)-

® Pour tout nombre réel o. et pour tout nombre entier relatif k, on a :
cos?a+sinfo=1:
~1<cos0 <1 gk =~1fsinesi; :
cos(o+k2rn)=cosao et sin (o + ke 2n) = sin o. J

mmmmmm Tangente d’un angle orienté

Soit (, v’) un angle orienté non droit de mesure ¢,

La tangente de (v ) ou de ¢ est le nombre réel, noté tan (. v’) ou tan o, défini par :
g sin o
cos o °

Remargues tan o |T

® tan o n'est pas défini pour les nombres réels associés aux points Jet [, J M)/ | A

c’est-a-dire les nombres réels o de la forme : o = % +kn, ke 7. Sin arer-- /

* Soit T le point d’intersection de (OM) et (T), h I'homothétie de centre O

qui applique P sur I. Le rapport de h est cog o ¢t h(M)=T I

BT ORI AR oL e W i e
Done : IT = COS@PM—m IA,dOU. IT = tan o.

® Pour tout nombre réel o et pour tout nombre entier relatifkc, on a :
tan (o + k ) = tan o, et 1+ tanfo = —1

cos? o & M
Vocabulaire

—————
>
Cos o, sin o et tan o sont appelés « lignes trigonométriques » de 1'angle (OI, OM) ou du nombre réel o,

mmmmm Lignes trigonométriques des angles remarquables

tan (ﬁ,?):tana:

o]
[a]
[0}
A
=)

Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques remarquables & retenir. 51 g b
T ] K| & % T 31
JRREER AR T ?% N
cose| 1 | 2 % : 1o f o ) 3
sinet| 0 % ng lzé i 0 A 10
tne 0 | —15 1| {3 H g & D-Qgg
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mmmmmms Lignes trigonoméiriques d’angles associés

- S0it o un angle orienté de mesure o, Les angles orientés de mesures — o, T — ¢, T + @, % ~ o ou -’zr— + o
- #ont habituellement appelés angles associés 2 o .

J(_;ZL) E(%— u)

I'(m)

=) sy

2

s ci-dessus, ainsi que les définitions des fonctions sinus, cosinus et
“eagente, justifient les propriétés suivantes.

“#s deux configurations géométrique

“sur tout nombre réel o, on a :

s (- o) = cos o ;5 cos(T-o)=-coso cos(m+o)=-cosax cos[%—aj:sina :

3 sin (k- o) =sin o ; sin(m+o)=-sino sin[%—a]:cosoc.

sin (% it tx) = cos a.

* Les tangentes des angles associés se déduisent des formules précédentes ;

Ml - fon (n - o) = S0 (e o) = S =—tan o. g
cos (m—-q) — Ccos O
Wisempies g 3
. oout ; 2n i
s Lignes trigonométriques des angles remarquables et les formules relatives aux 35 3 2 3 i
“meles associés permettent de calculer les lignes trigonométriques des nombres N -
- - e . 5 5z / LN T
Wels de Iintervalle |- 7 ; 7] représentés sur la figure ci-contre. On a ainsi : [ R SRR 4 3
PR _ s e T W 1y g
mﬁ_cos(n 6)_ cosﬁ— 5 . '
= S NS
m5_51n( 6)_51116“'2’
— 2R = g 2T L L T (W
ems | 3)_(:05?—003(51 3)_ Cos g =—5;
"B 27) —_ in 2T (m— E) =g B V3
i ( 3)_ sin 5 = sm(ﬂ: 3)— sin 2= -2,

3.2, Formules de trigonométrie

mmmmes Formules d’addition

)hs formules d’

addition permettent de calculer les lignes trigonométriques de la somme (ou de la diffé-
Emce) de deux

nombres réels, connaissant les lignes trigonométriques de ces deux nombres.
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Propriétés
Pour tous nombres réels aet bon a :

(1) cos(@a-b)=cosacosb +sinasinb ; (2) sin(a-b)=sinacosb-cosasinb;

(3) cos(@+b)=cosacosb-sinasinb ; (4) sin(a+ b)=sina cos b + cos a sin b.

Démonstration

Considérons les point M et N, images respectives des nombres réels

a et b sur le cercle trigonométrique. i
; cos a cos b N(b)
Daaz M (sin a) Bt N (Sin b)'

—_—— e

5 — — S ——e M(a)
a et b sont des mesures respectives de (O{,___C_JA/I‘) et (OI, ON).

A

Donc : b — a est une mesure de 'angle (Ol?/i, CK]]. I o I

» Calculons de deux maniéres différentes le produit scalaire OM.ON.
e — — >
OM.ON = |[OM]| | ON| cos (OM,ON) = cos (b —a) = cos ([a —b) ;

g o % .
OM.ON = xy; Xy + Yy Yy = COs @ cos b + sin a sin b.

D'olt:cos (a—bh)=cosacosh+sinasinb (1)
e En remplagant b par — b dans la formule (1), on obtient la formule (2).

e Etablissons maintenant la formule (3) :

sin (a — b) = cos (%—{a—b)):cos ((%‘th)—a):cos (—g—atb) cos a + sin (%+b) sin a.

Or : cos (%+b)’=—sinb et sin (—2“—+b):cos b.

Dot :sin (a—b)=sinacosb—cosasinb (3).

e En remplagant b par — b dans la formule (3), on obtient la formule (4).

Exemples
St _2n_ B g & 51

En remarquant que 15 = 3 4,oncalculecos 1780 17 et tan v A

B 2 O N s B T o BB T ol ad B2 R
cos 15 —cos( = 4)_(:05 3 008 7 +8In S sin = = 5 X5+ Sy X 2= 3 =1];
by BB e O mY e Bl o Bl e eolS e B0 e Ly V8D TR gy
sm,lz_sm(3 4)—5111.3(:054 cos 3 sin 3= - X 5 ( 2]x2_4[\=3+1),

sin I i

o ST IR 3R s

2 cosE v3-1

12

smmmmm Formules de duplication et de linéarisation

Propriétés
Pour tout nombre réel ¢, on a :
fJormules de duplication

(5) cos 2a = cos?a - sin?a ; (6) sin 2a = 2 sin a cos a.
formules de linéarisation
(7} c()sz!g[ o _?'...t_(.:uz?i.z..g : (8) sin?a = %—C;S_Z_E
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| Démonstration

* En prenant b = @ dans les formules (2) et (4), on obtient :

C0s 2a = cos?a — sinZa (a)d % sin 2a=2sinacosa (6).
* En utilisant la relation cos?a + sinZa = 1, on en déduit :
00s 2a = 2cos?a — 1 et cos 2a = 1 — 2sinZa.
Do : cos?a — 1;‘3;,?_2_“ @F ot Enia— 1"—‘3203_2& (8).
Exemples
En utilisant les formules de linéarisation, calculons cos % et sin % :
I Vi 3 3 2
msz_n_=1+cosﬁ =1+2=4+2\3=(\.3+1} :
12 2 2 8 8 '
L= L _¥3 o ] fa 132
P - 1-—cos 5 1 5 4-2¢3 (y3—-1)
SN — = = = = %
12 2 2 8 8
De plus, I'image de % sur (C) nous indique que cos % et sin % sont des nombres réels positifs.
P T = ‘% + 1 . T - \:'é o 1
HBOD.C : Cos ﬁ = —2:;2— et sin 'i'—z-— 2\2 %

| - ° . a
(mmummmm Expressions de cos o, sin o ef tan o en fonction de tan 5

| Propriétés

.‘ Pour tout nombre réel o tel que tan %— soit défini, en posant ¢ = tan %— ,ona:
BS) cosg- 1-F : (10) sin o= —2¢ ;
§ 1+t 1+¢
=i, de plus, tan o est défini : (11) tan o = _i% :
Démonstration
1 1

On sait que : cos2 & = = ;
4 4 1+tan2 2 1+7¢
2

“On en déduit que :

Sinz..&
; o 2 1-t2
msoc:cosz—(z)i—sm2£=cosz—(l— )=

2 5

2 2 e L 1+t
sin —

L ; 2

sin o = 2¢05 2 gin & = cos2 & (2 o 2 ;

2 2 2 a 1+ 2

cos —-
sinoc_ 2t

sZ. de plus, tan o est défini, tan o = = )
I Fona coso.  1-—t¢2

_.;3;5& Travaux dirigés

NEEIEE  1°) Démontrer que pour tous nombres réels a et b ; on a: 2 sin a cos b = sin (a + b) + sin (a - b).

o sdui oo . 3n 57) _ gin 8T
Z]Endedmreque .ZsmT(cos 7 + C0S — + cos 7)-sm =
*) Dé TP 2m 8m_ 1
3°) Démontrer que : COS —- — COS = + C0S & = 5-.
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Solution
1°) D’aprés les formules d’addition on a :

sin (a + b) + sin (a — b) =sinacos b +sinbcosa+ sinacosb—sinb cos a

= 2 sin a cos b.

67
7

2°) Posons : A = 2 sin % (cos J;_ + cos B;E + cos §%r_)
A:25in%cos%—+2 sin%cos 3;5 + 2 511170055;5

En appliquant le résultat précédent, on obtient -

A :sin%’E+ sin 0 +sin47n—sin 2;1; +51n67n—51n47n—51n -
3°) On a: sin 6775 = sin (n - 6—;5-) sin %

Donc : cos —7— + cos -3—773 + cos 5;5 = %
Or:coss—;t—z—cos(n—%t)z—cosz—;t-. ;

D’oti : cos —?——cos 2775+ cos 377{: -%—

WExercices

3.a Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de
chacun des nombres réels suivants :

Sm. , . 12Ixn _ 1999 | 29z
e S 6 g

3.b  Démontrer que, pour tout nombre réel ¢, on a :

a)cosa+cos(o¢+‘%")+cos(a+%§)=0;
bjsina+sin(u+2§—”)+sin(a+%—:)-0.

3. On considére un nombre réel o tel que :
b4 T 2
<< et COS(?—OE)—T.

Calculer cos a, cos 2o, tan 2¢:.

3d xet y sont deux nombres réels de [0 ; l] tels

3 1
quescos = < ot cos y =5

Calculer sin (2x —y).
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A
3e

A

x est un nombre réel non multiple entier de %

sin 3x cos 3x
1. Démontrer que : = - —=
sin x cos x
2. Exprimer en fonction de cos 2x :
) sin 3x  cos 3x
sin x cosx '
b) sin 5x  cos 5x
sin x cosx

x est un nombre réel. Démontrer que :

cos‘}x——; 00541’1-—% 0052x+——g :
‘ 1 1 2
4. 4

sm.r_scos4x 2c052x+8.

« est un nombre réel tel que : cos x # 0.

1. Démontrer que : 1 + tan?x = = ;lzx

2. Caleuler sin x et cos x dans chacun des cas
suivants :

a)tanx:%et xe ]D; %—[,

Bl taware L5434 xe]—lzt—;o[.

v




La résolution d’équations trigonométriques se ramene le plus souvent a la résolution d’
sx=aqa, sinx=a, tan x = a.

équations de types :

Equations de types: cosx = a, sinx=a, tan x = a

Equation du fype : cos x = a
S5it 3 résoudre dans R I’équation : cos x = a, oi1 x est I'inconnue "
# @ un nombre réel donné.

®Sia<-1 ou a> 1, cette équation n’a pas de solution puisque,
pour tout nombre réel x, ona:—1<cosx<1. o

® Siae [-1;1],il existe un nombre réel o tel que cos ¢ = a.
Ens x = = COS X = Cos o,

&> x=a2n] ou x=-o[27).
~Les solutions de I’équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
W=0c+k2n,keZ ou x=-o+k2n ke Z

.| Pour tous nombres réels xeto, ona: .
BBSr=cos o < x=a+k2n,kecZ ou Xx=—-o+ k2, ke Z.

memple

F 5
, L ot n
“solution dans R de I’équation (E) : cos 2x = — “?
& = cos 2x = cos %E—
= 2x=5—672+k21c,k52 ou 2x=—%t-+k2n,kez : 0
o]
“# solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme -
- __5m
3 —12+kn,ke Z ou x= 1—z-+kn,ke 2
== Images des solutions sont les sommets d’un rectangle inscrit S
‘:',‘: 1 1 2

s le cercle trigonométrique.

mme Equation du fype : sinx = a

0
a
— &
51
12
_on
12
S5 3 résoudre dans R 1'équation : sin x = a, of1 x est 'inconnue et T— a/ ;\ o

un nombre réel donné.

*5ia<-1oua> 1, cette équation n’a pas de solution puisque,

- pour tout nombre réel x, —1 < sin x < 1. o 3
wSige [~ 1; 1], il existe un nombre réel o tel que : sin o = a.
D x = g = sin x = sin o

&  x=ol2n] ou x=wm-oa[2n.

‘Les solutions de I'équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
w=o+k2n,keZ ou x=n-o+k2nkeZ.

tous nombres réels x et o, on a ;

Sinx=sino. o r=a+k2m,keZ ou x=n-o+k2n ke Z
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Exemple 5

Résolution dans R de 1’équation (E) : sin (x - %) = —%-
E) o sin( -%):sin%
= x—%=%+k2n,kez ou x—%:n—%i—km,kez

= x=15—g+k2n,kel ou x=%7£+k2ﬁ:,ke2. 13n

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :
51 13n

x=ﬁ+k2ﬂ,kez ou_x=ﬁ+k2'm,ke Z.

mmmmmm Equation du type : tan x = a

oL
Soit a résoudre dans R 1'équation : tan x = a, o1 x est I'inconnue et
a un nombre réel donné.
La fonction tangente prend ses valeurs dans R ; donc, pour tout

nombre réel a, il existe un nombre réel o tel que tan o = a. 5
tanx=a & fan x = tan o

= x=0[2n] ou x=n+o0o [2n].
Les solutions de I’équation dans R sont les nombres réels x de la forme : T+ o :

x=0+k2n,keZ ou x=n+a+k2n ke Z,
cest-a-dire:x=o+kn ke 7.

Propriété

Pour tous nombres réels x et o tels que tanx et tan o sont définis, on a :

tanx=tano & x=oa+kn ke Z.

Exemple

Résolution dans R de I’équation (E) : tan 3x = — \"_3.

(E) < ’[31'13347:&111?‘??t

= 3x=£t—+k:r|:,ke Z.

9
1\
i

3 1 o
1a

-~ O
=

|

O

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : 1
=Bk L kez o ‘"\\)/

Les images des solutions sont les sommets d’un hexagone régulier inscrit g

dans le cercle trigonométrique.

—4.2. Equations du type:acosx+bsinx+c=0

Exemples " :

Soit a résoudre dans R les équations (E) : —% cos x — ‘% sin x = ‘% et (H): :2 (cosx+sinx)=—

3

T

& cos(-L_x)=cos L

¢ Dans I’équation (E), on remarque que % et — ‘-2— sont respectivement :
égaux a cos (- i;—) et sin (- %). ;
. _ T | Lt =
Donc: (E) & cos ( 3)cosx+sm[ 3)5111:(—2 ONO

3 4
= K = 1
© x=-5 [2n] ou x= 1z [27].
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : o
:c=—17—g+k2ﬂ:,kel ou x:—%-ran,keZ. 12
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* Pour résoudre de fagon analogue I'équation (H), il suffit de diviser les deux membres de I’équation par 2.

: V2. G L
Ona:(H) < 5 Cosx + zsmx >
= cos%cosx+smz—smx—cosz?’ 1%
19
& cos (%—x) = cos Zé—n [ o 0
= x_—--—EZﬂ:I ou :c——[2]
Les solutions de (H) sont les nombres réels x de la forme :
x=—1512t+k27t ke Z ou x-117c+k2n ke Z. 5r

Soit a résoudre dans R une équation du type : acos x + bsin x + ¢ =0,
® Sia=0oub =0, on se ramene a une équation du type : cos r=a ousinx=a.
eSia#0eth=0,alorsa?+b%=0etona:
a.cosx+b-sﬁ1x=idz+bz—'-,—_.—-a__—-— Cosx+ ——i smx);
v b f+b

B (—_-E_— )2'-% (—}:—ﬂg )2 = 1, donc il existe un nombre réel ¢ tel que :

Ja*+b? _J&z+ 2
o i e b
cos ¢ = Jc‘zf:f;é ef simH= ;*ng 5
on en déduit que : acosx-&-bsm.t = [dzrbz(cos¢cosx+sm¢smx)

= Ja®+ b2 cos (x— 0) ;

on est ainsi ramené a résoudre I'équation : cos (x — ¢) = E=GAe S
az-:— b2

—4.3. Autres exemples d'équations trigonométriques

EEEEEE 1. Résoudre dans R I'équation (E) : cos x = sin )

7
5t
Solution 14
- o o i 2T T_m 5%

Onsaltque.51n-—7——cosl4,car 5 =5 Iz &
Onadonc: (E) & cosx—cosls—z' 0

= - _5n

= =ﬁ [2r] ou x= 12 [2x].

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : | - _%
x=%+k2n,kez ou x——ﬁ-t-kZE ke Z.

DEEEE 2. 1°) Résoudre dans R l'équation (E) : cos 2x + /3 sin 2x = 1.
Représenter ses solutions sur le cercle trigonométrique.
2°) Donner les solutions de (E) appartenant a I'intervalle ]— 32_11 ; 21]:].

Solution

1) cos2x+/3sin2x = J1+3 (% cos 2x + "g sin Zx) !

= 2 cos (Zr—-?:,f—) \
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: 1, S I
Donc: (E) < cos(Zx 3)— 5 9
& ZIH«—E—E%E[ZE] ou 2x—£z—2—n[2n] 51 I
3 3 3 3 = i
= —_— ‘ \‘\\\ |
< 2x=m[2n] ou 2x= 3 [27] S|
< 2x=n+k2n, ke Z ou 2x=—%+k2n,kez. L w 3
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :
x=%+kn,ke Z ou x=—%+kn,ke s
2°) » Cherchons les entiers relatifs k tels que : — %E < % +hkrn<2r:
- 3; < % +kn<in & -2<k< % Trois valeurs de k conviennent -1 ; 0 ; 1 ; il leur correspamd les trois
i ; ._m . & 30
solutions suivantes : R
¢ Cherchons les entiers relatifs k tels que : — §21t- <- % +kn<ln;

-—%E <—%+kn£2n = —%<ks%.Quatrevaleursdek conviennent : —1; 0;1 ; 2 ; Il lesrommespond

_7m._m , o5m, 1im
6° 6 "6° 6"
¢ Les solutions de I’équation (E) appartenant a Iintervalle ]— % : 2ﬂ:] sont donc :

L R . & 51 3w, 11;
6 2 ? e A T

les quatre solutions suivantes :

A1
6

EEEEEE 3. Résoudre dans R I'équation (E) : tan 2x + tan ( - 3%) =0.

Solution

e Détermination des contraintes sur I'inconnue

2x¢—§—+kn et x—f"%¢%+kn = x¢%+k—g~ et x¢%+k n

T T
= x;&z-+k7.

Les images de ces nombres sur le cercle trigonométrique sont les sommets d'un carré PORS, dont les
cOtés sont paralléles aux axes du repére (O, I, J).

* Résolution de (E)
(E) = tan 2x=—tan( —?:TTE)

= tan 2x =tan (S—TE-HJC).

4
Donc:Zx:%Tn—x+kn,ke Z;
c’est-a-dire : x = %+ I %—-, ke Z.

Les images sur le cercle trigonométrique des nombres réels ainsi
trouvés sont les sommets d’un hexagone régulier ABCDEF, dont
deux des sommets (C et F) sont sur la premiere bissectrice du
repére (O, I, J).

o Vérification des contraintes

Les nombres réels solutions de (E) sont ceux dont les images sur (12 /
(C) sont les points A, B, D et E, sommets de I’hexagone sans atre
sommets du carré.

Les solutions de (E) sont donc les nombres réels x de la forme :
7n
12

Les images des solutions sont les sommets d’un rectangle inscrit dans le cercle trigonométrique.

x==+kmn ke Z ou x:—%-}—kﬁ,kez.
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ENNIEE 4. On considére équation (E): 2 cos x -3 sinx + 1 = 0.

1°) Vérifier que les nombres réels x de la forme : x = + k 27, k € Z ne sont pas solutions de (E).

2°) Résoudre dans R 'équation (E), en utilisant le changement d’inconnue : t = tan <.

On donnera les solutions a 102 prés.

Solution

1°) Soit x un nombre réel de la forme : x=x+ k 2%, ke Z.
Ona:cosx=—-1 et sinx=0;donc:2cosx—3sinx+1=0.
2°) Pour toute solution x de (E), d’aprés la question précédente, tan - est défini.

Ona:cosx= =

Donc: (E) & 2(1_t2)—3( =

1-¢? . 2t
> et sinx= e
+ 1+ &

)+1=0

1+ ¢2
& —t2—6t+3=0.

1+¢2

2

2

Les solutions de cette derniére équation sont : L, =—3+2 \:'_3 et £,=-3-2 {3.

En utilisant une calculatrice, on trouve que les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

2

2

X =043+kmkeZ ou E~-142+kmke?Z,

c'est-d-dire : x =~ 0,86 + k2m, ke Z ou x=-284+k2n ke Z.

WE XTI CICOS BLors st o s

4.0

4b

Résoudre, dans I'ensemble indiqué, les équa-
tions suivantes :

(dans chaque cas, on représentera les images
des solutions sur le cercle trigonométrique)
l.xe [-2rn;27], 2cosx= ;2 <

2.xe R, c0531=—%;
s T _
3.xe R, cos 2.1c—(:cus(4 x).

Résoudre, dans l'ensemble indiqué, les équa-

tions suivantes :

(dans chaque cas, on représentera les images

des solutions sur le cercle trigonométrique)

l.xe [-m; 37, sinx= 2+

2
2.xe R, sin2x="2 .
2
% 1 v L
3.xe R, sm(? - Zx) = cos( B )
Résoudre 1'équation : x € R, tan 2xr=—.3.

Résoudre 'équation : xe R, cosx +,3sinx=.2.
¥ ¥

Les résolutions d'inéquations seront traitées sous forme d'exercices.
On se limitera aux inéquations simples de type : cos x<b ou cos ax < b (ou sin ou tan).

EEEIIE 1. Résoudre l'inéquation (I) : sin x > —

sur les intervalles suivants ta)l-n;xnl, b)lo;2r], R

Solution

Considérons les points M et M’ du cercle trigonométrique ayant pour ordonnée — +-.
Les points du cercle trigonométrique ayant une ordonnée strictement

1

2

2

supérieure & — = sont les points de I'arc MM’, M et M’ étant exclus.

2
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a) Dans |- = ; wl, M et M’ sont les images respectwes de -2 et - &,

donc 'ensemble des solutions de (I) est : 6 5 i

[ ]

b) Dans [0 ; 2x[, M et M’ sont les images respectives de L & 11—“,

donc 'ensemble des solutions de (I) est : =

0
[os [ u |5E s 2e]. M 7 Mng
St ‘

¢) Dans R, 'ensemble des solutions de (I) est la réunion des intervalles °“~¢

delaforme:] L+ k2w ‘B—--I-kZTc[,keZ. =

e 2. Résoudre dans R l'inéquation (I) : cos 2x = -%— On représentera 1’ensemble des solutions 1
appartenant i l'intervalle ]- & ; x] sur le cercle trigonométrique.

Solution

Posons : X = 2x. L'inéquation cos X 2 % admet comme ensemble de

solutions dans R la réunion des intervalles de la forme :
[——+2kn -z-zkn],kew‘l..

On a donc : -—%—+2kn < Zx < ?+2kn.-

Do : —~g—+kn5x£—g—+km

L'ensemble des solutions de (1) est donc la réunion des intervalles
i delaforme:[—%—+kn +kn],keZ.

-y

EEEIE 3. Résoudre dans |-« ; 7] l'inéquation (I) : tan x < 1.
On représentera I'ensemble des solutions sur le cercle trigonométrique.

Solution

Contraintes sur I'inconnue : x # — -zn- et x# %

Dans |-7;7n],tanx =1 & x——i—n ou x= Z

Désignons par N et N’ les images respectives sur (C) de — 9:1—7"’ et %f—

Les points M du cercle trigonomeétrique tels que (OM) coupe (T) en
un point d’abscisse strictement inférieure a 1 sont les points des arcs

]’I_\? et ]”—N’, ], N, J’ et N’ étant exclus.

Dans - & ; wl, ’'ensemble des solutions de (I) est donc :

Fr-%[o} £ [0]gn] |

WE Xercices Bz 7z

5.0 Résoudre, dans R, I'inéquation : 5.c  Résoudre, dans R, 'inéquation :
zcos(x—%)hs‘:o. J3tanx+1<0. ‘
(On représentera I'ensemble des solutions sur (On représentera I'ensemble des solutions sur
le cercle trigonomeéirique.) le cercle trigonométrique.) )

5b Résoudre, dans |-« ; ], 'inéquation : 5d Résoudre, dans R, 1’inéquati01'1 3
2 sin2r — /3 sin x = 0. tan (3x) + 1 0.
(On représentera I'ensemble des solutions sur (On représentera 'ensemble des solutions sur
Ie cercle trigonométrique.) le cercle trigonométrique.)
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APPRENTISSAGE |

- Angles orientés

\\\

A

1 A et B sont deux points distincts du plan
Représenter I’ensemble des points M du plan dans cha-
cun des cas suivants :

a) 1—?:— est une mesure de (Am} ;
b](@] a pour mesure principale - I-;
c) (A?/I, EB] est ’angle nul ;

d) [mﬁ) est I’angle pl&t.

2 A, B, C sont des points tels que :

= ——
{Aﬁ, AC) et [Bf&, BTE] ont respectivement pour mesures
principales = et — I

Déterminer une mesure des angles :

(BA,AC) ; (CA,CB) ; (BA, CA).

3 PQOR est un triangle tel que les angles (Qﬁ, CTIS)

> >
et (PR, QP) ont respectivement pour mesures — I ot 2

5
Démontrer que le triangle PQR est isocgle.

& ABCestun triangle équilatéral de centre S tel
que (AB, AC) ait pour mesure principale —371

Déterminer, en radian et en degré, les mesures princi-
pales des angles orientés :

e

(BCBA) ; (SA, SB) ;(SA,BG) ; (SA,GA) ; (SA, AD).

5 }’xBCDE est un pentagone régulier de sens direct
et de centre S. Déterminer, en radian et en degré, les
mesures principales des angles orientés :

(SA.58); (A, AF) ; (B2, BA) ; (CD, BA) ; (50, D).

6 ABC est un triangle non rectangle inscrit dans
un cercle (T'). D est le point d’intersection des tangentes

——
a (I') en B et C. Soit 0. une mesure de langle (AB, AE}.
Déterminer, en fonction de o, une mesure de I’angle
(DB, DC).
7 1Le plan est muni du repére orthonormé direct
(O, L ]). Déterminer les coordonnées des points A et B
tels que :
*0A=3 et OB=5;
° 61 et — 7175 soient respectivement des mesures en radian

des angles [CTL C—);K] et [6i 5]§].

Trigonométrie

N

\

ExercicesZZ——z—~~

A

8 1. Calculer cos x et tan x, sachant que :

inx='2 .
sinx = 5 et xe]z ,7:[.

!

2. Calculer cos x, sin x et tan x, sachant que :
cos (5T —x) = %‘ et xelo;nl:
3. Calculer sin x, cos x et tan x, sachant que :

sin (—x) = % et xe]—%;n[.

v

9 Démontrer que pour tout nombre réel x, on a :
* (cos x + sin ) — (cos x — sin ¥J? = 4 cos x sin x ;
*(l+cosx+sinx}2=2(1+ sin x) (1 + cos.x) ;
* sin*x + cos*x=1-2 sin? x cos?x ;1
* sin®x + cos®x = 1 — 3 sin? x cos? x.

(On pourra remarquer que, pour tous nombres réels a -

eth :(a+bP=a’+ 3a%h + 3ab? + b3)

10 1. Pour tout nombre réel x, démontrer que :
(cos x + sin x)? + (cos x — sin x)? = 2.

3 ‘ V(-

L
2. Calculer cos x et sin x, dans chacun des cas suivants ; PET’A

a)cos x—sinx=-1 ;
blcosx—sinx= —%-

Angles associés

11 Calculer, en fonction de cos x et sin x, les
expressions suivantes :
A =cos (T + x) + cos (r—x) + cos (- x) ;
B=s-in(n+x]+sin[§—x]+sin[—x]; 5
e (T /0 _ T o2 TNy
C_sm%n—x)+cos(2 x)+¢;:zos(x 2)+00557g 2),
D=51n(§—+x)-q-2s1n(x+ —2—) +sn1(x+7).

12 Démontrer que, pour tout nombre réel x :
sin x = sin (%+x) —sin (%— ) ;

COSs X = cos (% +.X.‘) + COS (%—x) .

Formules de trigonométrie

13 En remarquant que +=2X 5 démontrer que :

CDS%:%& et sin L = ‘2_;2_
3w = 3n - 3T
En remarquant que g =73 ~ g calculer cos g etsing.

14 1. Ecrire cos 3x en fonction de cos x, sin 3x en
fonction de sin x.

. 3 ~tan®x
2. En déduire que : tan 3x = tan x

1-3tan? x°
15 1. Calculer :
51

_ b DI e TG :
A—cosﬁcosﬁﬁ-sml—fsmﬁ-,

T B s o 5T
B—cosﬁcosﬁ—'smi—z-sml—z-.

B BB s Son i)
= CO0s 00812—4.

2. En déduire que : sin 1z sings i3
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16 Démontrer que pour tout élément x de [0 ; 5 =,
on a: 1+ sin 4x = [sin 2x + cos 2x|.

17 Calculer cos x et sin x dans chacun des cas :

S L.y,
a) cos 2x = 3 etxe[[),z],
. v
b}coslt_ﬁetxe[—z—,n].
—— s A
c) cos 2x = iy et xe[-m; 2],
d}c:ost_'—i et xe [-&;o0]

2

18 calculer sin 2x et cos 2x dans chacun des cas :

I U -
ajslnxf3 et xe [~ 2,2]
o | . y
b)cosx = 3 etxe[rs,—zl,

c)tanx=-3 et xe [—-g—;DI.

19 Calculer :
A = cos? Z-+ cos? 3% 4 cos? 2+ cos? ZE;

8 8 8
i . 3_1E 25‘1'5 277{ -
B =sin 8 + sin? 5 +sin T + sin 5 I3

(On pourra d’abord calculer A + Bet A-B.)

51 11n
20 Démontrer que : 1651n24s1n 2Asmz‘1 smﬁ 1.

7/

E quations trigonométriques

21 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur'le cercle
trigonométrique :

a) sin (Bx + L) = sin(%E—x) y

3 3
b) sin 3x = cos (x—%) ;
c)sin(—x+37ﬂ) +sin(2x+%) =0;
d) cos (—x+-g—) + cos 3x = 0.

22 Résoudre dans R, & l'aide d'un changement
d’inconnue, les équations suivantes et représenter les
images de leurs solutions sur le cercle trigonométrique :
a)-2cos?x+cosx+6=0;

b) sin? 2x — '3 sin 2x + %zo.

23 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

2 M6 e 2 1)
a) cos (2x 3) cos (x+4)—0,
b) 4 cos®x +3sin®2x=0; /
c)2c632x+4cosx—1=0; Fd

d) sin 2x — 2 sin x cos (x + %): 0.

24 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

" a)3cosx—/3sinx+,6=0;

25 Résoudre dans D les équations suivantes :

a}tan(x+—g—) —tan(2x+18°—) =0,D=R:
b)3tanfx—-1=0, D=f=:xl:

c)tan?x+ (1 +y/3)tanx+73=0, D=[0:2zL

Inéquations trigonométriques

26 Résoudre dans D les inéquations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle

trigonométrique :

a)cosx<—‘l, D=R; _
b)[2sin(2x+F) -1<0, D=[0:2a:
¢)sinx—cosx<0, D=

27 Résoudre dans D les systémes d'inéquatiens

suivants et représenter les images de leurs solntions sur
le cercle trigonométrique :
sinx < 2
g{ =2 ;D= [0;2n];
2sinx+120
b) sin x < = D=R;
1
b =
COS X = Z
»3
& smz.xc<2 T
cos 2x 2 — L

28 Résoudre dans D les inéquations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

1-2
gt e D=l-n;nl;
~ 2sinx—{3
2 2x -1
b)L< 0, =[0; 2nl[.
1+ 2cos 2x

29 Résoudre dans D les inéquations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a}sinzx—%so, D=l-=n;:7l;
y bJcosx(2sinx—-1)<0, D=}=x7;
c]2cos?x+y3cosx>0, ‘D=[0:2n[:

d)4sin?x+2(/2-1)sinx~,2<0, D-=I[0;2x[

30 Résoudre dans D les inéquations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a)tan(x—%) z0, D=R;

bjcos2x —sin2x=—-1

44 Angles orientés et trigonométrie
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APPROFONDISSEMENT

31 On considére deux parallél AB
%2_1'3 é ogjgnil‘es CD
et AECF. Démontrer que : (EA,EB) = (FC, FD).

32 1. A, B, C, D et E sont des points tels que :

AB=AC=1,AD=2 AE=3;
25m 119 85m :

15 —a g Sont des mesures respectives des
e = 3. —> — e
angles (AB, AC), (AC, AD), (AB, AE).
Démontrer que les points A, D, E sont alignés ; calculer DE.
2. a, b, ¢ sont trois nombres réels et A, B, C, D, E des
points tels que :
AB=AC=1,AD=2 AR=3:
a, b, c sont des mesures respectives des angles

(AB, AC), (AC, AD), (AB, AE).

Déterminer une relation entre a, b et ¢ pour que les
points A, D et E soient alignés.

Calculer DE. (On distinguera deux cas.)

33 Soit [AB] et [CD] deux cordes & supports paral-
léles d'un cercle (%) de centre O.
P s T kel S e e
—> —> —> —> > > —> - >
(OA, OC) = (0D, OB) et (OA, OD) = (OC, OB).
2.0n suppose que le triangle OAC est équilatéral.
Préciser la nature du triangle OBD.

34 ABC estun triangle tel que (A_E, AE.] a pour

mesure principale 23—1t ;
Déterminer les points D tels que :

(AB, AC) = 4 (AB, AD) et AB = AD.

35 ABC est un triangle équilatéral de sens direct
inscrit dans un cercle (€) de centre O.
P, Q, R sont trois points ‘distincts de (€).
Démontrer que le triangle PQR est équilatéral de sens
direct si et seulement si:

(A, OP) =(0B, 0Q) =(0C, OR).

36 Propriétés d’un angle de mesure 2 radians
Soit (€) un cercle de centre O et de rayon R.
1. Déterminer la mesure en radian, de 'angle au centre
d’un secteur de (6) dont l'aire est égale & celle d'un
carré de coté R.
2. Soit A et B deux points de (). On considére le secteur de
(‘€), dont I'angle au centre AOB a pour mesure o, en radian.
M et N sont deux points tels que :
M e [0OA], N € [OB] et OM = ON.

B

D
n A

On considére deux trajets pour se rendre du point A au
point B :
T, : en suivant I’arc AB du cercle (€) ;

-

(

T, : en passant par M et N et en suivant l'arc MN du
cercle de centre O et de rayon OM.

Déterminer ¢. pour que ces deux trajets aient méme lon-
gueur, quels que soient les positions des points M et N
sur les segments [OA] et [OB]. ‘

37 1. En remarquant que sin 5x = sin (4x + x),
démontrer que : sin 5x = 16 sin®x — 20 sin’x + 5 sin x.
2. Résoudre dans R I’équation : sin 5x = 0 ; vérifier que
% et %’E sont des solutions de cette équation.

3. Résoudre dans R 'équation : 16X5 — 20X? + 5X = 0.

4. Déduire des questions précédentes les valeurs-de
sin = et sin 5

38 1. x étant un nombre réel, démontrer que :
G0s 5x = cos x (16 cos®*x — 20 cos? x + 5) ;
(1-cosx) (4 cos?x+2cosx—1}2=1—cos 5x.
2. a) Résoudre dans R 1’équation : cos 5x = 1.

b) Déduire des questions précédentes les valeurs de

2% 4r T
cos 5 cos 5 et cos =

39 On considere trois carrés disposés comme dans

la figure ci-dessous.

Y B o

Calculer cos (P + 7) ; en déduire que : ot = B + 7.

B0 4 et b sont deux nombres réels donnés non
tous nuls et £ un nombre réel variable.

1. Justifier I'existence de deux nombres réels r et @, tels
que:a=rcos@ et b=rsin Q.
2. a) Résoudre le systéme d’équations : -~
~(xcost+ysint=a -4
(x;y)e RxR, {
—xsint+ycost=5b

b) Démontrer que les solutions du systéme sont :
{x:rcos[t+(p] i

y=rsin (t + @).
¢) Soit (x ; y) une solution de I’équation précédente et
M le point de coordonnées 't) dans un repére orthonormé.
Démontrer que lorsque ¢ décrit R, le lieu du point M est
inclus dans un cercle que 1'on déterminera. Préciser ce
cercle pour a® + b% = 4.

B1 xet y étant deux nombres réels de I'intervalle
[0 ; =], on considéare le systéme d’équations (S) :

COS X COS Y =13—4t—1
{ sin x sin y =”34—_1.

1. Démontrer que le systéme (S) est équivalent au sys-
téme suivant :

{ cos(x+y) = %
cos (x—y) = ‘%
2. Résoudre (S).
B2 1. g) Vérifier que : \/3+ 22=1+ /2
b) Résoudre dans R 1’équation :
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2X%+ (1~ {2)X -2 =0.

c] Résoudre dans R 'inéquation :
2X2+(1—\,2]X—%>0.

2. Déduire de la question 1.b la résolution dans R de

I’équation : 2 cos®x + (1 — \“2) COS X — %— =0.

Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette équation.

3. Déduire de la question 1-c) la résolution dans l'inter-
valle |- 7 ; ] de 'inéquation :

2costx+ (1-,2) cosx—%>0.

Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette inéquation.

A3 ¢ est un nombre réel appar-
tenant i l'intervalle [0 ; X | et M son
image sur le cercle frigonométrique.
1. Démontrer que : sin o < ¢ < tan o.
(On pourra remarquer que I'aire du
secteur circulaire délimité par les
segments [O1], [OM] et I'arc de cercle
Mest comprise entre les aires des tri-
angles OIM et OIT)

2. En déduire que, pour tout x élément de ]D : —g— [,

.sin x tan x sin
ona: > el = et cosx< —
A4 Pentagone régulier

Voici un programme de construction du pentagone
régulier.

© (€) est le cercle trigonométrique ; on considére les points

Q (“O%) et M (0%)

» Le cercle (I') de centre Q et passant par M coupe le
segment [['I] en P et Q.

© Les tangentes & (T) en P et Q coupent (€) en A, D et B, C.
On se propose de démontrer que IABCD est un penta-
gone régulier. e

1. Soit o une mesure de I'angle (O, OA).

Calculer cos o, puis cos 2o

2, Soit  une mesure de I'angle (Oi O‘ﬁ]

Calculer cos B et en déduire que B =2c.
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3. Soit y une mesure de l’angle (CTﬁ, 0Q).
Calculer cos ¥, puis cos 2.

En déduire que ((71’3, 0G) = {O—f, 07\].
Conclure.

45 Un couloir, de largeur |3 métres, tourne &
angle droit et sa largeur n’est plus alors que de 1 métre.

3m

Sur la figure, une droite passe par O, fait avec I'un des
murs un angle o et coupe deux autres murs en A et B.

1. Exprimer, en fonction de c, les longueurs OA, OB et AB.
2. On pose : AB = f(a).

4 cos (o — %)

Démontrer que : /(o) = :
sin 2o

3. a) Déterminer o pour que : AB = 4.
b) Déterminer o. pour que : OA = OB.

86 Une chaine de vélo s’enroule autour d’un
pignon (P) de centre O et de rayon r et d'un pédalier (P’)
de centre O’ et de rayon r”. On pose : 00’ = d.

Soit ¢ la mesure en radian de 'angle que fait (00’) avec
(AA), tangente commune extérieure a (P) et (P).

1. Calculer sin o, puis cos 2o, en fonction de d, r et .
2. On se propose de calculer la longueur L de la chaine.
Soit A et B (respectivement A’ et B’) les points de
contact de la chaine avec (P) (respectivement (P’)).

a) Calculer AA’ en fonction de d et o.

b) Calculer, en fonction de ¢, ret r’, la longueur des arcs
AB et A'B’ ol1 la chaine est en contact avec (P) ou (P’).
¢) En déduire, en fonction de o, d, ret 7, la longueur L
de la chaine.

3. Application

Ona:r=5cm,r =10 cm et d = 45 cm.

Calculer une valeur approchée a 1072 prés de o et de L.




eomeétrie analytigue
du plan

Introduction

D ans les classes précédentes, nous avons étudié les équations car-
tésiennes de droites du plan et de cercles. L'objectif de ce chapitre est
de compléter ces nofions & I'aide de ['orthogonalité, du produit sca-
laire et de la trigonométrie. Nous étudierons en particulier les équa-
tions normales d'une droite, la distance d'un point & une droite, les

représentations paraméiriques d'un cercle et les tangentes & un cercle.

Phota Hachette

René Descartes (1596 - 1650), mathématicien, physicien et philoscphe francais
(Peinture de Frans Hals.)

1. Orthogonalité et droites du PIaN ........oovovvoo) 48

2. Cercles
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Dans tout ce chapitre, le plan est muni du repére orthonormé (O, i, j)

e

Orthogonalité et droites du plan

Droite définie par un point et un vecteur normal

e ) )
On sait que, pour tout Point A et tout vecteur non nul n, il existe une et une seule droite passant par A
et de vecteur normal n.

Cette droite est ’ensemble des points M du plan tels que : AM 1 n.

mummmem  Equation cartésienne d'une droite

Propriétés ! .

Soit a et b deux nombres réels tels que (a,b) # (0,0).

» Pour tout nombre réel c, la droite d’équation cartésienne ax + by +c=0 admet n (1(;) pour vecteur
normal.

» Réciproquement, toute droite de vecteur normal n (g) admet une équation cartésienne de la forme :

ax+by+c=0,ouce R.

Démonstration Bud
* La droite d’équation ax + by + c=0 admet u (_(1;) pour vecteur . . / BN
directeur: 7 E;) /
Ona: u.n = 0. Donc n est un vecteur normal  cette droite. ™
e Soit MG) un point du plan et (%) une droite de vecteur normal n A(;g\) [ ]
On désigne par (x,; yﬂ)l:ai coordonnées d'un point A de (). J / -
Ona: Me (9) & AM.n=0 o7 1o

&  alx—xy) + bly -y, =0. L (D) 1
(%) admet donc une équation cartésienne de la forme : ax + by + ¢ =0, | //
ol ¢ = - (ax, + by,).
Exemples

e La droite d’équation y=mx +p admet n (_"i) pour vecteur normal.

* Soit (2) la droite d’équation cartésienne 2x — 3y + 4 = 0. On se propose de déterminer une équation
1

cartésienne de la droite (A) perpendiculaire & (%) et passant par le point A _2 :
u (3) vecteur directeur de (&), est un vecteur normal a la droite (A).

s b TR
Soit M(y) Ona:Me (A) & AM.d=0
< 3x+1)+2ly-2)=0
& 3x+2y—1=0.
* On considére les points A(_43 ) et BG) On se propose de déterminer une équation cartésienne de la
médiatrice du segment [AB].
4

La médiatrice de [AB] est une droite de vecteur normal Aﬁ 5
4x — 2y + ¢ = 0. Elle passe par I(_;), milieu de [AB] ;donc:4 x(-1)—2x3 +¢c=0.

; elle admet donc une équation de la forme :

Une équation cartésienne de cette droite est : 4x — 2y + 10 = 0.
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mummmmm Parallélisme et orthogondlité de droites

Propriétés

Soit (9) et (%) deux droites d’équations cartésiennes respectives ax + by + c= 0 et a'x + by+c¢ =0.
@ @)7(@) < ab'-ab=0 i 2 @L(@®) © aa’+bb =0.

Démonstration
Les droites (%) et (%) admettent n (g) et n’ (cbl,) pour vecteurs normaux respectifs,

(1) @)7(@) ¢ netn’ colinéaires 2 @)L(@) & nlinw
& det(n, n)=0 &m0
< ab’—ab=0. < ad’ + bbb =0.

Bemargues

* Les propriétés (1) et (2) peuvent s’établir a I'aide des vecteurs directeurs respectifs u (_b) et u’ (_b, )
de (@) et (3). = ¢

® La propriété (1) est vraie dans un repére quelconque.

Par contre, la propriété (2) n'est vraie que dans un repére orthonormé.

—-1.2. Equation normale d’une droite

mmmssss Introduction

Soit (%) une droite, 7 un vecteur normal a (%) et © une mesure (@)
3 . —_T—:; ] 11
de I'angle orienté (i, n). 5 % —
= n
On considare le vecteur o tel que : v = o A0 ﬁ&
[[7]] 7%
> A R —>fcos 0
v est un vecteur unitaire colinéaire a n, donc v sin 6/} o7
v est un vecteur normal & (%), done (%) admet une équation L N
1

de la forme : x cos 8 + ysin 0 + k = 0.

Propriété _ : _

Soit (%) une droite, n un vecteur normal 4 (%) et 6 une mesure de I'angle orienté (_i+, n Ik

() admet une équation cartésienne de la forme : x cos 0 + ysin 6 + = 0.

Cette équation est appelée équation normale de (%).

Bemar que

Toute droite (%) admet deux équations normales. En effet, il existe deux vecteurs unitaires opposés, normaux
a (%), qui font avec i des angles de mesures respectives 8 et 0 + .

Les équations normales correspondantes @ ces deux valeurs sont :

xcos®+ysinO+k=0 et xcos(0+m)+ysin®+m)-k=0.

Exemples
* Soit (%) la droite passant par le point A(_gz) et de vecteur directeur u ( 13)
— v

3
?( 12 ) est un vecteur unitaire normal a cette droite.

2
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2343
(%) admet pour équation normale : — ‘% (x+2) +——12—[y —-3)=0 & — ‘i x +% Y- VT =
e Soit (') la droite d’équation 3x — 4y + 10 = 0.
Les équations normales de (%) sont : % X — % y+2=0 et — % X+ %— y—-2=0.

Pour obtenir une équation normale d'une droite ayant pour équation cartésienne ax + by +c=0,
il suffit de diviser les deux membres de cette équation par la norme du vecteur normal = ('g)
= b '
Buebii s — o
Ja%+ b2 Ja*+b?* Ja*+ B>

Distance d'un point @ une droite A

Soit (%) une droite, A un point du plan et H le projeté orthogonal |
de A sur (%). ‘

Pour tout point M de (4), on a : AH < AM.
AH est appelée distance de A a (%) et notée d(A,%). (D)

Propriété 1

Soit A(;ﬂ) un point du plan et (%) une droite d'équation normale x cos 8 + y sin 6 + k=0.
0

Ona: d(A,Qb]:[xocose+yosinB+k].

Démonstration :

Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (%) et M( )
un point quelconque de ().

(cos 8
o

e 9) est un vecteur unitaire normal a (%) ;

donc:AH=iA-l—\7Lv}|= | (x —xy)cos 8 + (y — y,)sin O .
Or:Me (9) < xcos@+ysin®+k=0.
Donc : d(A, ¥) = | x,cos 6 + y,sin 6 + k |. 5

B emarque

Cette propriété permet de donner une interprétation géométrique du nombre réel k : | k | = d(O, 4). .

Soit A(‘yxo) un point du plan et (%) une droite d'équation cartésienne ax+ by + ¢ = 0. |
()

lax, + by, + c|

On a: d(A9) = . - 5
(a*+ b?* !
Démonstration
La droite (%) admet pour équation normale : —%— x +— b gl St
va+ b? Ja’+ b? Jat+ b?
| ax, + byO +c|

En appliquant le résultat de la propriété précédente, on a : d(A, 9) = oy
Jat+
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Exemple 3 | Ai T : W 1
e | | | ‘ | | | | i
On considere les points A N pll Zakae 3) e N o= i e T
2 _i 0 ! \\ | | | | | ! |
2 1\ | | [ : | ‘
On se propose de calculer la distance du point A a la | / — = g
droite (BC). 9 J1 A 2 ; hat!
La droite (BC) a pour vecteur directeurBT’J( % ) -1 / ‘\\ e : 4C !
7 . E )\ | b ] |
Une équation cartésienne de (BC) est donc : b TR [ Py
2x-3-3y=0 & x-3y-3=0. BT ERle &
Donc : d(A,(BC)) = 49 J10. 1 B o] | |
vy10

_Travaux dirigés

mmmmmsm 1. Expression frigonoméirique du déterminant de deux vecteurs

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, i, j'). On se propose de démontrer que, pour tout
B > — — =

couple (u, v)de vecteurs non nuls, on a : det (u, v)=|lull x |lvll xsin [u/,_r_:_).

Soit u (*) et v (¥, | deux vecteurs non nuls et 6 une mesure de 'angle ['it u i
y y =

1°) Exprimer les coordonnées de u en fonction de 0 et de i,

2°) Soit u’ le vecteur défini par: ]IJ’II = I]ﬁll et [i"f, ;f’) est I'angle droit direct.
Exprimer les coordonnées de u’ en fonction de 6 et de IIEIII, puis en fonction de x et y.
3°) Vérifier que : det ["J, Q] =u.p.

4°) Démontrer que : w.o = Il x [l x sin (, v). Conclure.

——

Solution
— - N

1°) (i, j) est une base orthonormée, par conséquent :
- > - > > —>

x=t.u=|ill x|lull xcos (i,u) = [lull x cos & ;

> - > = > —% —* .
y=7u =11l x Il x cos (1) = I[ull  cos (6 — J-) = [full xsin 6.

2
> — .
2°) Les coordonnées de w’ sont : lull x cos (9 + l), [lu]l x sin (9 + %)),
ou encore « (=1l x sin 8, ||u]| * cos 6).

On en déduit que : u (}?)

39) w'o=— yx' +xy’ = xy — yx = det (4, Iﬁ__ s L
4°) D’aprés la relation de Chasles, on a : )= @) - 7).
On en déduit que : cos v, u) = sin(u, v).

—— ———

5 -y p i e
Ainsi : o= [w]l x 2]l x cos (@, @) = |lull x llv]] x sin(, ©).

Par conséquent : det (w, v) = llull x [l0]] x sin(, v).

Bemargues

* Cette expression du déterminant de deux vecteurs établit qu'il est indépendant de la base orthonormée
dans laquelle il est exprimé. st 2 BB g
- .0 . a T 3 — — er(u, v
* On sait que : cos (U, V) = — = L’étude précédente permet d'écrire : sin (u, v) =m:“
ull x [lv

lall x ol
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mmmmmm 2. Aire d’un triangle, d’un parallélogramme et déterminant

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, i j+]. Soit ABCD un parallélograhme et H le projeté
orthogonal de D sur la droite (AB). —
1°) Démontrer que : DH = AD x| sin [Aj}, Aﬁ]
2°) En utilisant le résultat du travail dirigé précédent, en déduire que :
a) aire (ABCD) = | det (AB, AD) |;

B) aire (ABD) = - | det (AB, AD) |

Application

On considére les points A('; ), B(

1
2

Calculer les aires du parallélogramme ABEC et du triangle ABC.

), C(_Sz) et le point E tel que ABEC soit un parallélogramme.

Solution o B ¢
—— — — >
1°) On a : DH = AD sin DAB. De plus, sin DAB = |sin (AB,AD)|.

On en déduit que : DH = AD | sin (AB, AD) l

2°) a) aire (ABCD) = AB x DH
— AB x AD x| sin (AB, AD) | A
=| AB x AD x sin (AB, AD) |

Or, d’apres le travail dirigé précédent : det (Aﬁ,Aﬁ} = AB x AD x sin (ATS, A+) :

i g T 1777
donc : aire (ABCD) = | det (AB, Af] | I Bl | | @ ]
b) aire (ABD) = 1 AB x DH = - | det (AB, AD) | A i’ A nd !
Application hjtl-};‘\ & 9]

. > 2 —% 4: - EA-
Ona: AB(l) ot AC(_3). i el sl

: ; C

Donc : aire (ABEC) = \ det (Aﬁ, AC":) I =10 et aire (ABC) = 5. . —|~ S

mswmmsm 3. Coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur une droife

Soit (%) une droite, B un point de (%) et © un vecteur unitaire normal a ().
On considére un point A et on désigne par H son projeté orthogonal sur ().
On oriente la droite (AH) dans le sens de v.
1°) Démontrer que : AH = U}Xﬁ
4 - o o P =
2°) En déduire que : AH = (v. AB) v.
Application
Soit (@) la droite passant par le point B(_?é) et de vecteur normal 7 (i)

Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A(g) sur ().

Solution
1°) Soit A’ I'image de A par la translation de vecteur v,
Ona:oAB = AA x AH
= AH.
2°) Par définition de la mesure algébrique : A= Al v;
3 — >
on en déduit que : AH = (v.AB)v.

52 Géométrie analytique du plan




Application

Le vecteur v de coordonnées (-g'— : —%—) est unitaire et normal a la droite (%).
Lo 5 —>

Le vecteur AB a pour coordonnées (1 ; —7) ; donc : v.AB =—5.

Le vecteur Af{ a donc pour coordonnées (-3 ; —4) ; donc : H(_ll).

WE XCICICES Brr s o i

l.a Soit (@) la droite d'équation 2x— 3y + 4 = 0. 1.d  On considere les points AG), B(7) et C(jl )

2
Citer trois vecteurs normaux et trois vecteurs Déterminer des équations des trois hauteurs du
directeurs de ().

triangle ABC et en déduire les coordonnées de
I'orthocentre de ce triangle.

1.b Déterminer une équatioél cartésienne de 3la
droite () passant par A(B) et admettant v (2) 1.e On considere le point A(S) et la droite (9)

1
pour vecteur normal. d'équation 7x—y + 6 = 0.

Déterminer la distance du point A 2 la droite (%).
T.c  Soit (@) et (@) les droites d'équations respec-

tyesdpatyh 2=0 SrSOUE =0 1.f 1. Détermioner une équation normale de la droite
1. Ces droites sont-elles paralléles, perpendi- (@) passant par le point A(?) .
culaires, ou ni paralléles ni perpendiculaires ? Mt 2al

2. Déterminer les deux équations normales de > = ) ) o )
chacune de ces droites. [Zé;)e’termmer la distance du point B(3) aladroite

Ceiclcinae s = TR v

Nous avons vu dans les classes précédentes que ’équation cartésienne (x — a)? + (y — b)* = r? caractérise le
a " ' P ;

cercle de centre Q( b) et de rayon r. Nous allons découvrir une autre caractérisation d'un cercle dans un

repére orthonormeé : la représentation paramétrique.

. Représentation paramétrique d'un cercle

memmmm Cercle ceniré a l'origine

Soit (6) un cercle de centre O et de rayon r.
Pourtoutpointh ,ona:
Me (¢¥) & OM=r
& B+yl=r?
XNE 4 (NS _
o (B4 Er=1

< J8e R, —-';’fizcose et —}_’—:sinB

< Jd8e R, x=rcos0 et y=rsinb.
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Définition

Soit (€) un cercle de centre O et de rayon r.

X=rcosf

Le systéme { Sl (6 € R) est appelé représentation paramétrique de (€) dans le repére (O, 7, 7 ).

Exemples
; . = : et x=cos 0

® Le cercle trigonométrique (C) a pour représentation paramétrique : {y  cin 6 (6 R).

e L'ensemble des points M(;) tels que x% + y% =8 est le cercle de centre O et de rayon 2,2.

x = 2\.*?2 cos @

= . Be R).
y=2,2sn6

Une représentation paramétrique de ce cercle est : {

mmzmmm Cercle de centre quelconque

Soit (€) un cercle de centre Q(g) et de rayon r. (6) M
Pour tout point M x), ona:
Me () & QM=r
S k-aP+y-bPE=r2
& =(";“")2+(+";13')2=1

< J0e R, x;a =cos 0 et —y;—b=sin9

>

o~

-

< J0eR x=a+rcosB et y=b +rsinb.

Définition

Soit (€) un cercle de centre Q(g’) et de rayon r.

= 0 -7
Le systéme {; =§ :_ : ::]1‘15 g (8 € R) est appelé représentation paramétrique de (€) dans le repére ©.,i 7).

Exemples

¢ Le cercle de centre A(_f) et de rayon 2 a pour représentation paramétrique :

x=-3+2cosb
{ . Be R).
y=4+2sin0
* Soit (E) l'ensemble des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient 'équation : 2% + y2 — 2 + y — 1 = 0.
Cette équation peut s’écrire : (x—1)* + (y + %—]3 = % Donc (E) est le cercle de centre A(_ 11 ) et de rayon %
2
xr=1+ % cos 0
Ce cercle a pour représentation paramétrique : { 17 3 (6e R).
= o + o sin 0
e Le systéme {x SR ; (6 € R) est une représentation paramétrique du cercle
y=-1+3sin0

de centre A(_Ol) et de rayon 3.

—2.2. Travaux dirigés

mmmmmsm 1. Tangente en un point d’un cercle
Soit (€) le cercle d’équation 2 + y? - 2ax-2by +c =0 et A(:U) un point de ().
0
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1°) Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (€) en A.

2°) Démontrer que cette équation peut se mettre sous la forme :

xxy + Yy, - alx + x) - bly + yy) + ¢ =0.

Application

Soit (€) le cercle d'équation x® + y> -3y —1 =0 et A le point de coordonnées (1 ; 3).
Vérifier que A appartient a (€).

Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (€) en A.

Solution
1°) On désigne par Q le centre de (€). Soit (T) la tangente & (‘€) en
A et M(x) un point du plan.

Y > >
Ona:Me (T) & AM.QA=0

& (x—xg)lx,—a) + -y )ly,—b)=0 (1).

(1) est une équation cartésienne de (T).
2°)Ona:(1) & xx,+yy,—ax—by— (g +y§—ax,—byy) =0.

Or:Ae (€) < xZ+yi-2ax,-2by,+c=0

& x2+yk-axy—by,=ax,+by,—c i
Donc : (1) & XX, +Yyy,—ax—by—-ax,—by,+c=0

& xxy + Yy, —alx +x) — by + yp) + ¢ =0.
Application
Les coordonnées du point A vérifient I'équation de (€), donc A

appartient a (6).

En utilisant le résultat de la question 2°), on obtient : .
x+3y-S(y+3)-1=0;
c’est-a-dire : 2x + 3y — 11 = 0.

Bemargue

Soit () un cercle d’équation x? + y? - 2ax-2by+c=0 et A(;O) un point de (6).
0
On obtient une équation de la tangente & (6) en A en remplagant dans I'équation de (€) :

x? et y® respectivement par xx, et yy,;
2ax et 2by respectivement par alx +x,) et by + y,).

mmmmmsm 2. Tangentes & un cercle passant par un point donné extérieur a ce cercle

Soit (€) le cercle d'équation 2 + y?> - 10x + 15 = 0 et P le point de coordonnées (0 ; 5).

On se propose de déterminer une équation cartésienne des tangentes au cercle (‘€) passant par le point P.
17¢ méthode

Soit MOC;O) un point de (€).
0

a) Ecrire une équation de la tangente a (€) en M,

b) Déterminer x, et y, pour que cette tangente passe par P.

¢) En déduire une équation des tangentes a (€) passant par le point P.

2¢ méthode

a) Ecrire une équation cartésienne de la droite (A,,) passant par P et de coefficient directeur m (m e R).
b) Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points communs a cette droite et au cercle (€).
¢) En déduire une équation des tangentes a (%) passant par le point P.
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Solution
1 méthode

a) D’aprés le travail dirigé précédent, une équation de la tangente (T;) & (€) en M, est :

xx, + Yy, — 5(x + x,) + 15 = 0. f E,Jr "
bona:e(2). EX -

P ]

1

Donc : P € (T,) & 5Y,—5x,+15=0 ;
& Yy=Xx;—3 (1). L

|

Deplus: M e (€) < xi+ysi-10x,+15=0 (2).
Des égalités (1) et (2), on déduit : ; - 5 }
xZ + (6, — 32— 10x, + 15 = 0 (3). e ?;/ o B A B
(B) & x2-8x,+12=0 EEEELD =

1

bt
o
}
|

| O
=
\

= x0=2 ou xU:G.

Si Xy=2,ona: yg=—1;si x;=6,ona: y,=3.
c) Les tangentes a (¢) passant par P sont donc les tangentes a (€) aux points M, _21) et Mz(g)
Elles admettent pour équations respectives 3x+y—-5=0 et x+3y—15=0.

2¢ méthode

a) Une équation de (A,,) est : y = mx + 5.

b) Les abscisses des points communs & (€) et a (A))) vérifient 1’équation :

(m? + 1)x® + 10(m — 1)x + 40 = 0.

Cette équation, du second degré et d’inconnue x, a pour discriminant réduit :

AN =—5(m + 3)(3m + 1), donc :

esime l—-w:-3[uUl- % ; + o[, (€) et (A,,) n’ont aucun point commun ;

esime ]-3;— %[, la droite (A,) coupe (€) en deux points distincts ;

esim=—3oum=-— %, la droite (A) est tangente & (6).

c) Les tangentes & (€) passant par P admettent donc pour équations respectives :

3x+y—5=0 et x+3y—15=0.

smmmmmw 3. Equation du cercle inscrit dans un triangle

On considére les points A(g), B(__isz ) et C(ig .

1°) Déterminer une équation des droites (AB), (AC) et (BC).

2°) Déterminer une équation des bissectrices intérieures du triangle ABC.

3°) Vérifier que ces trois droites sont concourantes et en déduire une équation du cercle inscrit dans
le triangle ABC.

Solution

1°) Les droites (AB), (AC) et (BC) ont pour équations respectives :
3x—4y+16=0, 4x+3y—37=0 et y+5=0.

2°) Soit M(‘;) un point de la bissectrice de I’angle A

Ona A, (AB)j = d(M, (AC]) < 13x — 459 + 16| _ J4x + 35y — 37

< 7x—y—21=0 (1) ou x+7y—53=0 (2).

On vérifie graphiquement que I"équation (1) est celle de la bissectrice cherchée, ’équation (2) étant celle
de la bissectrice extérieure (cf. exercice n°® 28 - chapitre 1).




Par une méthode analogue, on trouve des équations respectives des bissectrices des angles B et [l
x—-3y—-3=0¢et x+2y—3=0,

3°) Ces trois bissectrices concourent au point Q(g), centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

Le rayon r de ce cercle est tel que : r = d(Q, (BC)) = 5.

Donc, une équation du cercle est : (x — 3)2 + y2 = 25 ;

c’est-a-dire : x2 + y2 —6x—16 = 0.

W@E XICICeS B2 s o s o0 o A s o o

2.a

2.b

2d

——

Préciser la nature et les éléments caractéris-
tiques de I’ensemble de représentation para-
métrique :

x=3+5cosa
{y:Z-ﬁ-Ssina =1,
Préciser la nature et les éléments caractéris-
tiques de ’ensemble de représentation para-
métrique :

x=2-5sinqo R
y=>5cos o (@e R).
(On pourra poser 8 = o, + %J

On considére le cercle (€) de représentation
x=2cos@

y=2sin® @< R)
Déterminer une équation cartésienne de ().

parameérique {

On considére le cercle (€) d'équation carté-
sienne x* +y® -5 =0,

Déterminer une représentation paramérique
de (6).

\

2e

2.f

29

2.h

On consideére le cercle (€) de représentation
x=—2+3cosf
y=1+3sin8

Déterminer une équation cartésienne de ().

paramérique { (e R).

On considére le cercle (€) d’équation carté-
sienne 2x% + 2y —x + 3y = 0.

Déterminer une représentation paramérique
de (€).

On considére les points A(_ll) et B(g)
Déterminer une représentation paramérique
du cercle de centre A et passant par B.

. 0
On considére les points A(_;) et B(?).
7
Déterminer une représentation paramérique

du cercle de diamétre [AB].
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xercices

Dans tous les exercices, le plan est muni du repére
¥l
orthonormé (O, i, j ).

APPRENTISSAGE

Orthogonalité et droites

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation Cartesmnne de la droite passant par le point A
et admettant n pour vecteur normal :

a A et n (“2) f
/ (_1) V3
b) A(_‘f[) ot =37
c) A(g) et n=,27.
2 Déterminer un vecteur normal a la droite (A)

dans chacun des cas suivants :
al (A): 7x -5y +2=0;

bj(A):x=2;
c)(A):y:—%x+7;
d@A):y=-4;
e](A):—5x+3y—1=0;
fl(A): 7x=3;

g) (A) est la droite passant par le point O et de vecteur
directeur u _3 :
h) (A) est la droite passant par le point A(_Sl) et de vecteur

directeur %2 :

3 Pour chacune des droites (@), (@,), (@;) et (D),
déterminer un vecteur normal.

D) (5) L~

(o)

A Déterminer une équation cartésienne de la droite
(%) passant par le point AL:;) et perpendiculaire a la

droite (A) d’équationx —y + 3 = 0.
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5 On donne le point A( 3 ) et le vecteur 11

2
(5)
1. Déterminer une équation cartesmnne de la droite (%,)
passant par A et de vecteur normal n.

2, Déterminer une équation cartésienne de la droite
(@,) passant par A et perpendiculaire a (4,).

6 Soit (@) la droite d’équation 2x + By + 1 = 0.
Déterminer les vecteurs normaux a (%) de norme égale a 4.

7 Soit (%) la droite d’équation 3x — 4y + 7 = 0.
1. Déterminer les vecteurs unitaires normaux a (%).
2. Déterminer les équations normales de (&).

& Dans chacun des cas suivants, calculer la dis-
tance du point A a la droite (A) :

a}A(_lz), (A):2x+y-3=0;
b)A(‘l_l), (A4):2¢=5;

c) A(‘%), (A) :y=2x+3.

b |

9 Dans chacun des cas suivants, calculer la dis-
tance du point A a la droite (%) et les coordonnées du
point A’, projeté orthogonal de A sur (&) :

a)A(g), (@):3x+5y—2=0;
b)A(i), () g
c) AG), {@] T e %

10 Avec les données de la figure, déterminer une
éguation de la médiatrice de [BC] et de la hauteur issue
de A dans le triangle ABC.

\l/

o) ‘-H.J’

r-l-"_

11 On donne les droites (@) et (@) d’équations
respectlves y=3x et y=-—3x.
Déterminer et construire I’ ensemble (T) des points M( )
tels que : d(M, @) + d (M, & Y

12 On donne les points A(g), B(?l) et C(:%)

Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés.
Déterminer les coordonnées de I'orthocentre de ABC.




13 On donne les points A(g), B(%) et C(:%)
Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés.
Déterminer les coordonnées du centre du cercle cir-
conscrit au triangle ABC.

14 On considére les points A(_O4), B(g) et C(g)
Soit A I’abscisse d'un point M du segment [AB].
Exprimer, en fonction de A, les distances du point M
aux droites (AC) et (BC).
Démontrer que la somme de ces distances est constante.

15 Le point B a pour ordonnée %
I == /‘] ==
| L =
] //l /
e
7 ¢
C ///B,/,/ / s )_{
7 g
>

La droite (AB) est-elle bissectrice de I'angle OAC ?

16 On donne les points A(%), B(_sl) et C(_ZS).
Calculer I'aire du triangle ABC.

17 On considére les points A :3) et B é :

Déterminer et tracer le lieu des points M du plan tels
que : ‘ det (AB, AM) l =8.

Cercles

18 On considére les points A(_23) et B(_zl).

Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de diameétre [AB] et une équation de chacune des tan-
gentes & ce cercle en A et en B.

19 On consideére le point A(_Fi) et la droite ()
d’équation x —2y —2=0.
Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de centre A, tangent 4 la droite (%).

20 On considere le point A(?)et la droite (¢0)
d’équation 2x—y+ 3 =0.
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle (6) de
centre A, tangent a la droite (2).
2. Calculer les coordonnées du point de contact entre
(6) et (D).

21 Démontrer que la droite (%) d’équation
X —y + 1 =0 est tangente au cercle (6) d’équation
2+y?—4x+2y—3=0.
Calculer les coordonnées de leur point de contact.

2@ Déterminer les valeurs du nombre réel m telles

que le cercle (€) d’équation x* + y® + 2x — 6y — % =0
soit tangent A la droite (9) d’équation x — y + m = 0.
Pour chacune des valeurs obtenues, calculer les coor-
données du point de contact entre (€) et ().

23 m est un nombre réel. On considére la droite
(A,) d’équation x—my +, 1+ m?=0. f
Démontrer que (A,) est tangente & un cercle de centre O
dont on précisera le rayon.

APPROFONDISSEMENT

24 Soit (@) la droite d’équation 3x+y+2=0et
A le point de (%) d’abscisse —1.
Déterminer une équation cartésienne du cercle passant
par l'origine et tangent a la droite (2) en A.

@5 Soit (€) le cercle de centre Q i et de rayon 3.

1. Déterminer les points de ce cercle ol la tangente

»
admet pour vecteur normal v (" 5,

2. Ecrire une équation de chacuné de ces tangentes.

26 Soit (@) et (@) les droites d’équations respectives :
Jx—-4y+6=0 et —Bx+8y-+9=0.
1. Démontrer que ces droites sont parallgles.
2. Déterminer une représentation paramétrique du cercle
tangent a ces deux droites et dont le centre a une ordon-
née nulle.

27 Soit (€) le cercle de centre (%) et de rayon 2,
0

m un nombre réel, (%,) la droite passant par O et de
pente m.

1. Déterminer une représentation paramétrique de (€).

2. Démontrer qu’il existe deux valeurs de m pour les-
quelles (%, ) est tangente a (€).

28 On considére les points A(g) B(—03) r C(g)

Déterminer une représentation paramétrique du cercle
inscrit dans le triangle ABC.
29 On considere les points A _21 ; BG), C@) et

D(_%). Utiliser les résultats établis au §1.3. pour calculer
I'aire des triangles ABC, ABD, ACD et BCD.

0

30 On considere les points A(g) Bg 4) et C(_%)_
es abscisses,

1. Déterminer les points I et ] de l'axe
équidistants des droites (AB) et (AC).

2. Ecrire une équation cartésienne du cercle de dia-
metre [I]] et vérifier que ce cercle passe par A.

3. Déterminer une équation de la tangente a ce cercle en A.

31 Soit (€) le cercle de centre O et de rayon , 3, (€)
le cercle de centre Ogg) et de rayon 1.

1. Démontrer que les deux cercles sont sécants en deux
points, dont on déterminera les coordonnées.

2. Démontrer qu’en ces deux points, les tangentes a (€)
et (€°) sont perpendiculaires.

3. Déterminer une équation normale, de chacune des
tangentes communes a (€) et (€7).
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32 Soitr, r’ et d trois nombres réels strictement
positifstelsque: r+r’ < d.
On considére le cercle (€) de centre O et de rayon r et

le cercle (€’) de centre O’ g et de rayon r’.

On se propose de déterminer une équation cariésienne
des tangentes communes extérieures et intérieures aux
cercles (€) et (€7).

Une droite (%), tangente a deux cercles (€) et (€°), est
dife tangente « extérieure » d ces cercles si (€) et (€’)
sont dans le méme demi-plan de frontiére (%) ; sinon,
elle est dite tangente « intérieure ».

(@)

(6"
(6)

(0

Darns la figure ci-dessus, () est une tangente exiérieu-
re a {€) et (€’), et (4°] est une tangente intérieure a (€)
et (€’).

1. Déterminer une représentation paramétrique de cha-
cun des cercles (€) et (€7).

2. Soit a et f deux nombres réels. On considére le point
M de (€) et le pomt M’ de (‘6 ) tels que :

[1,OMJ— oc et (z.OM]_{i.

a) Déterminer, en fonction de r, v, d, o et B, une équation
de la tangente & (€) en M et une équation de la tangente
a () en M,
b) Démontrer que ces deux tangentes sont confondues
si et seulement si : =P et coso =50 ') ou
el o T r+r d
=B+ 7 et cosa= o

¢) En déduire qu’il existe quatre tangentes communes a
(€) et a (€’). Déterminer, en fonction de r, r’ et d, une
équation de chacune d’elles.

Application numérique :

r=4,r=1 et d=56.

33 Soit A, B, C trois points de coordonnées res-
pectives (0; a), (b; 0), (¢; 0) o1 @, b, ¢ sont trois nombres
réels non nuls tels que : | b | = | ¢ |.

1. Démontrer que ’ensemble des points du plan équi-
distants des droites (AB) et (AC) est la réunion de deux
droites perpendiculaires (A) et (A).

2, Soit I et | les points d’intersection respectifs de (A) et
(A’) avec la droite (BC).

Déduire de la question 1. une équation du second degré
dont les solutions sont les abscisses des points I et J.
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3. En utilisant ’équation trouvée a la question 2., mais
sans résoudre cette équation, démontrer que :

IB _JB _AB

G e AET

34 On a vu dans le manuel de seconde (exercice
n° 46 - page 96) une définition de la puissance d’un
point par rapport a un cercle, lorsque ce point est exté-
rieur au cercle.
L’objectif de cet exercice est d’'étendre cette notion da tous
les points du plan et d'en donner un aspect analytique.
Soit M un point du plan et (€) un cercle de centre Q et
de rayon r.
On appelle puissance de M par rapport a (€) le nombre
réel, noté (M), défini par :

PM) = MQ? - 72,

1. a) Déterminer, en fonction du signe de (M), la posi-
tion de M par rapport a (€).
b) On suppose que (€) admet pour équation cartésien-
nex? + y® — 2ax — 2by +c = 0.
Démontrer que, si M a pour coordonnées {xy:yg)ona:
PM) = x,2 + Yy, — 2ax, — 2by, + c.
Application

On considére les points A( ) B(:i) et le cercle (4)

d’équation cartésienne : x% + y% + 5x — 7y — 12 = 0.
Démontrer que A est intérieur et B extérieur a (€).

2. a) Une droite passant par M coupe (€) en deux points
A et B. Démontrer que : ?(M) = MA x MB.

b) En déduire que EFGH, quadrilatére tel que les droites
(EF) et (GH) se coupent en un point P, est inscriptible si
et seulement si : PE x PF = PG x PH.

35 Soit (€) et (€) les cercles d’équations respectives :
Xy’ +x—4y+1=0 et 2> +y*—3x+2y—-13=0.
1. Démontrer que (€) et (€°) sont sécants en deux points
A et B dont on déterminera les coordonnées.
2. Pour tout nombre réel k, on désigne par (E;) l'en-
semble des points du plan dont les coordonnées (x, y)
vérifient ’équation :
oyl rx—ay+1+kx®+y*—3x+2y—-13) =
a) Démontrer que :
° sik=—1, (E;) est la droite (AB) ;
e si ko —1, (E;) est un cercle passant par A et B.
b] On suppose que : k # — 1. Déterminer en fonction de k
les coordonnées du centre du cercle (E,).
Quel est I'ensemble des centres des cercles (E;) quand k
varie dans R\{-1] ?
3. a) Démontrer que tout cercle passant par A et B admet
une équation cartésienne de la forme :
M2+ g2 +x—4y + 1) + ulx? + y? — 3x + 2y — 13) = 0, o1
A et 1 sont des nombres réels.
b} En déduire une équation cartésienne du cercle cir-
conscrit au triangle OAB.

. , =



lsométries du plan

Introduction

Dans les classes précédentes, ont été définies et étudiées séparé-
ment certaines des isométries du plan. ['objectif de ce chapitre est de
répertorier, composer et utiliser (lieux géoméiriques, problémes de
construction, démonsiration de propriétés) ces fransformations qui
conservent les distances.
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Translat

ons et sy

. Translations

= |ntroduction

Dans les Classes précédentes, on a vu que toute translation est définie par un vecteur. La translation de
vecteur u, notee t;;, est I'application du plan dans lui-méme qui & tout point M associe le point M’ tel
que : MNP = .

On a également démontré ou admis les propriétés suivantes :

osi u= _6, t; est 'application identique ; tous les points du plan sont invariants ;

osi Uz 6 aucun point n'est invariant ;

e si A et B’ désignent les images respectives de A et B par une translation t;;, alors : AB = AR

Nous allons démontrer que cette dernidre propriété est une propriété caractéristique de la translation.

mmmmmm Propriété caractéristique d'une franslation

Soit £ une application du plan dans lui-méme.
f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N d'images respectives M’ et N',
ona: I\ﬁ = I\H\Y’.
Démonstration
e Si f est une translation, pour tous points M et N d’images respectives M’ et N, on a : MN =M\,
-jécipr_ciquement, on suppose que, pour tous points M et N d'images respectives M’ et N, on a :
MN =M'N".
Démontrons que f est une translation.
Soit A un point et A’ son image par i+ - e N
Pour tout point M du planon a: AM = AN’ ; donc MM = AR et f est la translation de vecteur AA’,

memmmms Composée de deux translations

Propriété : |
Soit u et v deux vecteurs.

La composée t; o t; des translations de vecteurs respectifs « et v est la translation de vecteur u + v.

Ona: t>0t-> =1

u+1’

Démonstration
Soit M un pomt du plan M, son 1mage part; et M’ l'image de M, part;.
Ona: MM = MM +MM =u+ T
Ainsi, tz o t; est 1 appllcatlon qui & tout point M associe le point
M’ t elque MM =+ D
- >
t; o t;; est donc la translation de vecteur u + v.
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B emargues

>

e Pour tous vecteurs u et v, on a
donc: tyoty=tz0t;.

On dit que la composition des translations est cornmutative.

e Si 7v+=—?f, on obtient : t; oty =ty 0ty =1Id.

>

- > >
rv+u=u+v;

Cette relation caractérise les bijections réciproques.

e Toute translation est une transformation du plan ;
la transformation réciproque de t; est t;,.

Exemples

Soit ABCD un parallélogramme. On a :
tap 0 tap =tags

tgaotag=tpcotan:

(tap) ™ = tg:

mmmmmm Expression analytique d’une translation

Le plan est muni du repére (O, ?f]

X

Soit t une translation de vecteur u (g) M(y) un point du plan et M’(-’yf:) son image par t.

On se propose de déterminer 1'expression analytique de t, c’est-2-dire d’exprimer x’ et ' en fonction de x et y.

Ona:MM =u {x,—x=a_
y-y=b
L'expression analytique de la translation de vecteur ﬁ’(g) est : - ;,:;:g

. Symétries orthogonales

ssmmm Infroduction

Dans les classes précédentes, on a vu que toute symétrie orthogonale est définie par une droite appelée
axe de la symétrie orthogonale. La symétrie orthogonale d'axe (A), notée s, est I'application du plan dans
lui-méme qui & tout point M associe le point M’ tel que :

esi Me (A),alors M' = M ;
e si Mg (A), alors M’ est le point tel que (A) est la médiatrice de [MM’].

On admettra les propriétés suivantes :
e l'ensemble des points invariants par une symétrie orthogonale d'axe (A) est la droite (A) ;

e soit O un point, u un vecteur non nul, (A) la droite passant par O et de vecteur directeur e :
M et M, distincts de O M) =M {OM:OM,
t oints t M’, distincts de O, ona:s =M & =TT T s
pOllI‘ ous P e A {OKZ‘[, II) _ (II’ O—I\)-/[,]
mmmmmm Composée de deux symétries orthogonales d’axes paralleles
Propriété | : =
Soit (A) et (A’) deux droites paralleles, O un point de (A) et O’ son projeté orthogonal sur ).

La composée s, 0 s, des symétries orthogonales d'axes respectifs () et (4)

5
est la translation de vecteur 2 00’.
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Démonstration ki

Soit M un point, M, son symétrique par rapport a (),
M’ le symétrique de M, par rapport & (A’), H et H’ les
projetés orthogonaux respectifs de M sur (A) et (A). 0]
Ona: MM’ =1\7ﬂ\+/[1+IVTﬁVI’
oy >
=2HM, + 2M, I’
—>
=2HIE
>
= 200,
Donc : s4: 0 84 = thah: M

>
2 00!

(A)

B emarques

e Lorsque les axes (A) et (A") sont confondus, on obtient : 5, 0 5, = Id.
e Toute symétrie orthogonale est une transformation ; la transformation réciproque te 8, est g,
°Ona:s, 0S8, =t,yg ; les transformations s, 0 s,, et 55,0 5, sont donc réciproques ['une de I'autre.

mmmmms  Décomposition d’une franslation

D'aprés I'étude précédente, toute translation peut s'écrire d'une infinité de facons comme composée de
deux symétries orthogonales d'axes paralléles.

Propriété

Soit t; une translation de vecteur non nul .

Pour toute droite (A) de vecteur normal IZ, il existe une droite (A’) et une seule telle que : s,, 05, = t;.

Démonstration
Existence
Soit (A’) Iimage de (A) par la translation de vecteur %ut (A)

D'aprés l'étude précédente, la droite (A’) vérifie : s, 0.5, = 1.

Unicité

Soit (A”) une droite telle que : 5,-» 05, = t;;. =

Démontrons que les droites (A’) et (A”) sont confondues. /

Ona:s, 0S,=8,»08, = (sp08)0os,= (sy» 0 54) 08,
= 8, 0(s,08,)=5,»0(s, 08,
= Sp = Spm

TLes droites (A’) et (A”) sont donc confondues.

Exemples

Soit ABCD un losange de centre O et I, ], K, L les |
milieux respectifs de [AB], [AD], [CD], [CB]. On a : /}(/ V\ﬁ\
A

a0 =8@D) @ S(1y) 5

A0 = 8x1) 9 S(D) ¢
Sk J K
tAC = S(KL] 0 S(U}_ /
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mmmmmm Expressions analytiques de syméiries orthogonales parficuliéres

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 7, 7).

]

‘;) son image par s.
On se propose de déterminer I’expression analytique de s dans trois cas particuliers.

Soit s une symeétrie orthogonale d’axe (A), M(;:) un point du plan et M(

1. (A) est paralléle a 'axe des abscisses
Soit (A) la droite d’équation y=5b et H le point d’intersection des droites e
(MM’) et (A). _ o M(y)
Les points M et M’ ont méme abscisse et H est le milieu de [MM]. LA Hp
Donc:x’=x et y+ 3 =2b. iM' ')
Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport 2 la droite 5

X =x

d’équation y=»h eSt:{y’=—y+2b : 6)

~

2. (A) est paralléle a I’axe des ordonnées :

Soit (A) la droite d’équation x=a et H le point d’intersection des droites .

(VM) et (4). | M) L )

Les points M et M’ ont méme ordonnée et H est le milieu de [MM’]. L dina TR °

Donc:x+x'=2a et y'=y.

Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport 2 la droite
X =—x+2a

d’équation x=a est: { - 5 O
o=

.,
)
[>
=

)

3. (A) est la premiére bissectrice du repére
(A) est la droite d’équation y = x. M(;C)
Soit P, Q et P’, Q' les projetés orthogonaux respectifs des points M et M° QF--¢

sur les axes du repére. ;

Les images respectives par s des points P et Q sont les points Q’ et P. = ;
Donc:x’=y et y =x. Q-,“_: __________ “."‘C)
L'expression analytique de la symétrie orthogonale par rapport a la premitre
xX=y

bissectrice est:{ = :
y=x

O

of-
=~

T

WE xercices P72 o A A RRIT A R RREA A

l.a A, B et C sont trois points non alignés. 1. Quelle est la nature de la transformation
Démontrer qu'il existe un et un seul point O tel Ssc) © S ¢
que : o3 0 o3 0 ton = Id 2. Déterminer la droite (A) telle que :
‘g =Id.

Sax) © 84 = ¢
1.b  ABCDestun parallélogramme.

. 5 & Y
Démontrer que : t;5 0 tg3 = L7, 0 tg. l.e  Leplan est muni du repére orthonormé (O, 1, j ).

Soit s la symétrie orthogonale d’axe (A) d’équation

l.c  Soit ABC un triangle et G son centre de gravi- x=-3 et t latranslation de vecteur « _12 )
té. Démontrer que : Déterminer. les expressions analytiques des

Gholga (A =tgzotgs Bl =tgz 053 (C)=G. transformations s, t, puis t0s et sot,

1.d  Soit ABCun triangle équilatéral et A’, B, C’ les 1. ABCDestun parallélogramme. Citer une transla-
milieux respectifs de [BC], [CA], [AB]. tion transformant (AB) en (CD) et (AD) en (BC).
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. Composée de symétries orthogonales d’axes sécants

Emmmm= |nifroduction

Dans les classes précédentes, on a vu que toute rotation est définie par un point appelé centre et un
angle. La rotation de centre O et d'angle o est I'application du plan dans lui-méme, notée r(O, &) ou , qui
a tout point M associe le point M’ tel que :

esi M=0,alors M'=0;
ey -
*si M#0,alors OM=0M’ et (OM,0OM’) = .

On a également admis ou démontré les propriétés suivantes :

~ e~

®si 0= 0, alors 1 est l'application identique ; tous les points du plan sont invariants ;

s

° si a# 0, seul le point O est invariant ;
® si o= m, alors r est la symétrie de centre O ;
* Toute rotation est une transformation du plan ;

la transformation réciproque de (0, o) est la rotation r(O, — ).

B emarque

Par abus de langage, on écrit souvent « rotation d ‘angle o » au lieu de « rotation d’angle o ».

mEmmmmm Propriété

Soit (A) et (A") deux droites sécantes en un point O, de vecteurs directeurs respectifs vet u.

La composée Sy 05, des symétries orthogonales d'axes respectifs (A) et (A’) est la rotation de centre O
et d'angle 2(u, u).
Démonstration

Le point O est invariant par s A 0 84 Soit M un point distinct de O, M, son symétrique par rapport  (A)
et M’ le symétrique de M, par rapport & (A").

OM = OM’
Démontrons que : { = 5 e
(OM,OM’) = 2(u, u”)

Ona:OM:OM1 et OM, = OM’; donc : OM = OM’ ;

(OM,OM’) = (OM, OM,) + (OM,, OM’)
= 2(d, OM,) + 2(0M,, ")

2(w, u’).
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Remargues

*5,0s, estlarotation de centre O et d’angle 2(i’, _7 les transformations s, 0 s,. et s,.0s, sont
donc réciproques I'une de I'autre.
e 5i (A) et (A’) sont perpendiculaires, alors 2(_) ul=mx et 54,0 s, est la symétrie de centre O.

mszmmm Décomposition d'une rotation

D'aprés 1'étude précédente, toute rotation d'angle non nul peut s'écrire d'une infinité de facons comme
composée de deux syméiries orthogonales d'axes sécants.

r;
Soit r(0, o une rotation de centre O et d’angle o.

Pour toute droite (A) passant par O, il existe une droite (A’) et une seule telle que : s,, 0 s, = (O, 0).

Démonstration

Existence

———

Soit @ un vecteur directeur de (A) et z’ un vecteur tel que (w, ) a pour mesure %.

D'aprés l'étude précédente, la droite (A’) passant par O et de vecteur directeur u” est telle que :
i 8508, =i, b,
Unicité
Soit (A”) une droite telle que : s,» 0 5, = r(O, o).
Démontrons que les droites (A’) et (A”) sont confondues.
Ona:s, 0s,=5,»08, = (5,05,)08,=(5,205,)05,
= 54 0(5,085,) =5,»0(s,05,)
= Be =8
Les droites (A’) et (A”) sont donc confondues.

E emarque

On déduit du théoréme précédent que les rotations conservent les distances et les angles orientés.

Exemples N
ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O.
Soit A’, B’, C’ les milieux respectifs de [BC], [CA], [ABI.
Ona: spp 0spg =4, _z_sn) ; c B
Scp) © Sice) = IG, -%E—) : o
10, 2_;] = Siorn @ S = Smry'Q Sipmy
x(B, — 3 = sem) © S(a) = Ste0) © S B A c

2.9, Propriété caractéristique

Propriéete

Soit f une application du plan dans lui-méme et ¢ un angle non nul.
f est une rotation d'angle o si et sgu_l_t}_n_lgnt si, , pour tous points M et N distincts d'images respectives
M et N, ona: MN =MN’ et [MN M’N’] =
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Démonstration guidée
On suppose que f est une rotation d'angle o.
Démontrons que PMHS pomts M et N distincts d’images respectives

M etN,ona: [MN M’N]

¢ Soit O le centre de la I‘Ot&tl_l;_f.___ B s PR
> = e e = > — >

Vérifier que : (MN, M'N’) = (MN, OM) + (OM, OM’) + (OM’, M'N’).

e = -3
* Justifier que les angles (MN, OF/I’) et (OM’,M’'N’) sont opposés.
(On pourra utiliser la propriété de conservation des angles orientés par une rotation.)
e Conclure.

Réciproquement, on suppose que f une application telle que, pour tous points M et N distincts, d'images
e ST

respectives M’ et N’, on a : MN = M'N’ et MN, M’'N’) = o

Démontrons que f est une rotation d'angle .

* Vérifier que si f admet un point invariant O, alors f est la rotation de centre O et d'angle .

Démontrons maintenant que f admet un point invariant. M |
Soit M un point (non invariant), M’ son image par £, O le point r,!'\ g |
tel que le triangle OMM’ soit isocéle en O et [O_M>, Oﬁ’] = C. /-/ X
Soit O’ I'image de O par f. 4 \

e wk /‘\u. M !
¢ Démontrer que : O'M’ = OM’ et (O'M’, OM’) = 0. N\

—> / -
(On pourra introduire le vecteur OM a I'aide de la relation de Chasles Oé/’ '
sur les angles orientés.) ,
e Conclure. :
|

Exemple

= Sur la figure ci-contre, les images des points A, B et G

par/la rotation r{l, = 5 -+ sont respectivement A’, B’ et C’,
Si 8 est 'angle orienté de mesure %, on a donc :

-, 20

[AB AB = [BC BC]—[CA CA’)=6

; —2.3. Composée de rotations

mmmmmmm  Composée de deux rotations de méme centre :
Propriété _ : : I

Soit r et r' deux rotations de centre O et d'angles respectifs o et o’.

r’ o r est la rotation de centre O et d'angle o + o’

Démonstration M,
Soit M un point du plan, M, son image par r et M’ I'image de M, parr. M '
OM = OM, OM, = OM’ }
Ona: { —~ { s M ‘
~>— >
OM, OMl] =ik OM,, OM’) = o ‘
OM = OM’
Donc { = S5 ~ ~
OM,OM) = 0 + . (0]

‘ as Qartlcullers

°Si o+ o= 0 alors r’ o r est I'application identique.

~ e~

°*Si o+ o' =7, alors r'or est la symétrie de centre O.

68 Isométries du plan




Remarques

® Pour tout couple (v, o.’) de nombres réels, ona : o’ + 0. = o + o ;donc:ror'=r'or
On dit que la composition des rotations de méme centre est commutative.

® Sia’ = -, on obtient : r(O, - o)) 0 1(0, o) = KO, &) 0 (O, — o) = Id.

Nous retrouvons la relation caractérisant les bijections réciproques r(0O, - ) et r{O, o).

mmmmmmm  Composée de deux rotations de centres distincts

Propriété ;

Soit r et r’ deux rotations de centres distincts et d’angles respectifs o et 0.

A~

°si o+ o' # 0,alors r’ or est une rotation d'angle o + o’ ;

~

°si 00+ o' = 0,alors r’ or estune iranslation.

Démonstration

Soit M et N deux points distincts.

Posons r(M) = M,, r(N) = N,, M) =M, r(N,) =N o " - - i
D'aprés la propriété caractéristique des rotations, on a: (MN, M,N,) =a et (M;N,, M'N’) = ar.
Ainsi : (MN, M) = (MN,M,N,) +(M,N,, MR = 0+ o

De plus : M'N’ = M;N, = MN.

Donc, d'apreés les propriétés caractéristiques des rotations et des translations :

°si o+ o # 0, alors r’ or est une rotation d'angle 0. + o’ ;

~ e~

°si o+ o = 0, alors 1’ 0r est une translation.

Cette démonstration ne donne aucune indication sur le centre de la rotation (ou le vecteur de la trans-
lation)r’or.

Construction du centre de la rotation r* o r (o+ o'+ 0)
Soit O et O’ les centres respectifs des rotations r et 1.
* Construire la droite (A”) telle que : r’ = s A 0 S0y
(A’) est la droite passant par O’ et de vecteur directeur &’
o

tel que {06’, W) a pour mesure —-.

e Construire la droite (A) telle que : r = 00" O Sa-
(A) est la droite passant par O et de vecteur directeur

> o
tel que (u, OQ’) a pour mesure 5
Ona:ror= (s, 0 5(00'}] 0 (s[oo,] 0584} =5, 08,.
gy — —_=
De plus : (v, u”) = (u, O_O>’] + (00, u) ;
g o+ oe’_

ZA

> —,
dong, (u, «’) a pour mesure

o+ o # 0, donc I'angle orienté (u, u”) n’est ni nul, ni plat ; les droites (A) et (A’) sont donc sécantes en
un point Q.

Q est un point invariant par r' or;r’ or est donc la rotation de centre Q et d'angle o + o’.

Construction du vecteur de la translation 7" o r (a+ o = 0) %
T

Le vecteur de la translation 1’ o r est le vecteur & = OQ, tel que : \

Q=r"or(0)=r(0). i 0]

Ol
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(Cas particulier

® 5i Q: Q = ’1;, alors {0, o) =s, et (0, &) = s

De plus :/0;+ ’(;' = B donc, r’ 0 r est une translation.

Soit 0" = s,.(0);ona:s,508,(0)=0"et 00" = 2 05’
Donc :r' or =t

La composée de deux symétries centrales est une translation.

Remargue

“«\h
N
AR " - VPR

Dans le cas particulier précédent, on a :1'0r= tyy €f TOI'= tyyp.
La composition de deux rotations de centres distincts n'est pas commutative.

Exemples

Soit ABC un triangle équilatéral de centre O et de sens direct.

On considére les rotations r et r’ de centres zespectifs A et C,
I .

N : 21

e 1’ o r est une rotation d’angle <¢.

d’angle

De plus: " 0 r(A) = B et r’ 0 1(B) = C ; dunc, le centre de cette
rotation est le point d’intersection des médiatrices des seg-
ments [AB] et [BC], c¢'est-a-dire le point O .

e r’ 01! est une translation.
Deplus:r orl(A)=B;donc:r’ or =t

WE Xercices zrrs i

2.0  ABC est un triangle équilatéral de centre O et 2d
de sens direct. :

1. Démontrer que : 854 0 Siop) = S(op) © S(og)-

2. Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristiques de la transformation s 4) 0 sigp) © Sagy-
3. Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristiques des transformations s;,p) 0 Siac et

. S(BC) o] S(DA)'

2.b  ABCD et un carré. Soit (A) et (A”) les média-
trices respectives de [AB] et [BC].
Déterminer les images des points A, B, Cet D
par la transformation s,. 0 s,,. Ve
Quelle est la nature de cette transformation ?

2.c  ABCDestun rectangle direct tel que
AB =2 AD et Q est le milieu du segment [CD].
Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques des transformations suivantes : 2.f
* S04 °%%0m ¢ ° S04 980D
* 504) © S(oB) © Stoc) © SioD)
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ABCD est un carré de centre O et de sens
direct. On considére les rotations :

= F(B= -g—), I, = r(A, %) 3Ty = 1‘(0, - %)
1. Déterminer I'image de C par r, o 1; ; en

déduire la nature et 1'élément caractéristique
der,o0r1,.

2. Déterminer 1'image de C par r; o 1; ; €n
déduire la nature et l'élément caractéristique
der,or,.

3. Déterminer la nature et I'élément caractéris-
tique de r; 0 T,

ABC est un triangle équilatéral de sens direct.

E B T P
Onpose.f—r(A, 3)01'(B, 3)or(C, 3 )
Déterminer la nature et l'élément caractéris-
tique de f.

ABCD est un carré de sens direct.
Démontrer que :

r(A. %} 0 1(g, izf_) 0 r(c, _’zf_) 0 I(D, %) =1Id.

9 | R




—3.1.. Définition et propriétés fondamentales

mmwmmm Introduction
Détinition

On appelle isométrie plane toute application du plan dans lui-méme dui conserve la distance.
Pour tous points M et N du plan d’images respectives M’ et N’, on a : M’N’ = MN.

Exemples

Les translations, les symétries centrales, les symétries orthogonales et les rotations sont des isométries.
NI
' M N
¢ N )

Sy

N N

translation t ;. symétrie s, symétrie s,.

Conire-exemple

Une homothétie de rapport 2 n'est pas
une isométrie, car elle ne conserve pas
les distances.

M
M'N’ = 2MN

memmmmn  Conservation du produit scalaire

Soit f une isométrie, A, B, C trois points et A’, B’, C’ leurs c c
images respectives par f.

¢ Exprimer AB.AC en fonction de ABZ, AC? et BCZ,
(On pourra utiliser I'expression du produit scalaire :

do'= 2 (1 L+ 012 - 22 -1 D12 i
e Exprimer AB’. AC’ en fonction de AB2, A’C2 et B'C2. B'

R e A
En déduire que : AB’A’C’ = AB.AC.

Cette propriété se généralise de la facon suivante.

Propriété

Soit f une isomeétrie.
e — —
Pour tous peints A, B, C, D d’images respectives A’, B’, C’, D’ par f, on a : AB.CD = A’B’. C'D".

On dit que les isométries conservent le produit scalaire.
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Démonstration guidée

s> > > > e >
» Justifier que : AB . (AD — AC) = AB’. (AD’ - AC).
¢ Conclure.

Conservation du barycentre

ABC est un triangle. On désigne par I le milieu de [BC] et par G le centre de gravité de ABC. Soit A’, B’,
C’, T et G’ les images respectives des points A, B, G, I et G par une isométrie.

e Démontrer que I est le milieu de [BCI.
¢ Démontrer que : A'G" = % AT. En déduire que G’ est le centre de gravité de AB'C’.

Cette propriété se généralise de la fagon suivante.
Propriété | _

Soit f une isométrie, (A,a), (B,b), (C.c) des poinis pondérés et A’, B’, C’ les images respectives des
points A, B, C par f, G un point et G’ son image par f.

G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b), (C,c) si et seulement si G’ est le barycentre des
points pondérés (A’,a), (B’,b), (C',c). |

On dit que les isométries conservent le barycentre.

Démonstration guidée
e Vérifier que G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b), (C,c) si et seulement si :
(asz + bG_ﬁ + céé]z =0.
% ; S — Lim —> s —
o A l'aide d'un développement, démontrer que : (aGA + bGB + ¢cGGR=(aGA +bGB +cGC)2

° Conch&;.

Exemples

e Les triangles ABC et CDA sont syméiriques par
rapport au point I, milieu de [AC], donc leurs bary-
centres G, et G, sont symétriques par rapport a L.

e Le triangle BCE est I'image du triangle ADC par la
—>

translation t de vecteur AB, donc G,, image de G,

par t, est le barycentre du triangle BCE.

mEmmmm |sométries réciproques

Propriété .

Toute isométrie plane est une transformation et sa réciproque est une isométrie plane.

Démonstration guidée

Soit f une isométrie plane.
e Démontrer que f est injective.

Démontrons que f est surjective.

Soit (O, I, J) un repére orthonormé et O’, I', J les images respectives des points O, I, ] par £.
» Vérifier que (O, I', J') est un repére orthonormé.
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Soit M’ un point du plan et (x,y’) ses coordonnées relativement au repeére (O, I, T).

* Vérifier que M’ est le barycentre des points pondérés (I, x), (', y’) et (0’1 —x' — ).
Soit M le barycentre des points pondérés (I, x'), J.y)et(0,1-x -y).

* Vérifier que M a pour image M’ par f ; en conclure que f est surjective.

* Démontrer que f est une transformation.

* Démontrer que £ conserve les distances.

. Isométries et configurations

mmmmmmn Images de figures usuelles

Soit f une isométrie, A et B deux points distincts, d’images

B
respectives A’ et B’ par f. /
* L'image par f de la droite (AB) est la droite (A’B’).

* L'image par f du segment [AB] est le segment [A’B’]. A B
* L'image par f de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A’B?).

Démonstration
Soit M un point du plan et M’ son image par f, €
* Démontrons que I'image d’une droite est une droite.
Me (AB) ¢ 3JkeR AM=kAB
& dJkeR M=bar{(A;1-k), (B; k)
& 3JkeR M =bar{(A";1-k), (B; k)}
< M e (AB).
* On démontre de méme les deux autres résultats en remplagant, dans cette démonstration, R par [0 ; 1]
puis par R*.

E emargue

On déduit de la propriété 1 que I'image d'un ensemble de points alignés par une isométrie est un
ensemble de points alignés.
On dit que les isométries conservent I'alignement.

Soit f une isométrie, (€) un cercle de centre O et de rayon r et O’ I'image de O par f.
L'image par f du cercle (€) est le cercle de centre O’ et de rayon r.

Démonstration

Soit (¢’) le cercle de centre O et de rayon r, M un point du plan. 5 /q\
OI
Me (4] © OM=r \
< OM =r \l/
& Me (@) b

ocabulaire

Une figure est dite globalement invariante par une transformation si elle est sa propre image par cette
transformation. Ainsi, toute droite perpendiculaire a I'axe d'une symétrie orthogonale est globalement
invariante par cette symétrie orthogonale.
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smmmmmm Conservation des mesures d’angles
Propriété

Soit f une isométrie, ABC un triangle et A’B’, C’ les images respectives des points A, B, C par f.
On a:BAC = B’A'C,

On dit que les isométries conservent les angles non orientés.

Démonstration guidée c ¢
e Démontrer que : cos BKEJ = CO0S B’?\TC’

(on pourra remarquer que : AB.AC = AB x AC X cos BKE]]. B

= Conclure. 2 B A

Remargues

On déduit de cette propriété que par une isométrie :

e les images de deux droites perpendiculaires sont deux droites perpendiculaires ;
e Jes images de deux droites paralléles sont deux droites paralleles.

On dit que les isométries conservent le parallélisme et I'orthogonalité.

mmmmmmm Conservation du contact
Propriétée

Soit f une isométrie, (%) une droite, A un point de (%), (6) un cercle tangent a (1) en A et (), A, (€)
les images respectives de (&), A, (€) par f.
La droite (%°) est tangente au cercle (€’) en A’

On dit que les isométries conservent le contact entre un cercle et une droite.

Démonstration (%)

Le point A appartient au cercle (6) et a la droite (@), donc le

point A’ appartient au cercle (€’)et a la droite (%0°). Soit O le A
centre du cercle (€) et O’ son image par f. O’ est le centre du

cercle (€7) : les isométries conservent l'orthogonalité, donc :

(O’A) L (@).

La droite (9°) est donc tangente au cercle (€°) en A’

(€)
Bemargue

On déduit de celle propf{fté que deux cercles tangents’ ont pour images deux cercles tangents. On dit
que les isométries conservent le contact entre deux cercles.
Plus généralement, on admettra que les isométries conservent le contact.

szzmmmm= Conservation des aires
Propriété

Soit f une isométrie, ABC un triangle et A’,B’, C’ les images respectives des points A, B, C par f.
Les triangles ABC et A’'B'C’ ont méme aire.

On dit que les isométries conservent I'aire des triangles.

Démonstration
Liaire du triangle ABC est : = (AB x AC x sin BAC).

Les isométries conservent les distances et les angles non orientés, elles conservent donc aussi I'aire des triangles.

1, On dit que deux cercles sont tangents en un point A s'ils passent tous les deux par A et si leurs tangentes en ce point sont confondues.
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R emarque

L'image d’un cercle étant un cercle de méme rayon, les isométries conservent aussi I’aire des cercles.
Plus généralement, on admetira que les isométries conservent les aires.

—.3.3. Utilisations des isométries

mmmmmm |soméiries et recherche de lieux géométriques

Soit (€) un cercle de centre O, A et B deux points de (€), I le milieu du segment [AB].

M étant un point du cercle (€), distinct de A et B, on désigne par N le point diamétralement opposé a

M sur (%), H 'orthocentre du triangle MAB.

1°) Quelle est la nature du quadrilatére AHEN ?

2°) Comparer les vecteurs O—f et 1\_4—1>-I

3°) Quel est le lieu des points H lorsque M décrit (€) privé des points A et B ?

4°) Quel est le lieu des points ], milieu de [MH], lorsque M décrit (€) privé des points A et B ? £

Solution

1°) Les droites (AH) et (BN) sont parallgles, car elles sont
toutes deux perpendiculaires a (BM).

De méme, les droites (AN) et (BH) sont parallgles.
Le-quadrilatére AHBN est donc un parallélogramme.

2°) Ses diagonales [HN] et [AB] se coupent en leur milieu
L. D'aprés la propriété de la droite des milieux appliquée
au triangle MHN, on a : MH = 2 OL
3°) On désigne par (€) le cercle (€) privé des points A et B.
H est I'image de M par la translation t,q;, donc H décrit
-ty (€).

On remarque que H peut également étre défini comme le
symétrique de N par rapport a I. Lorsque M décrit (€), N
décrit également (€), donc H décrit s;(€).
Les deux ensembles trouvés sont égaux.

—r >
4°) J est milieu de [MH], donc : MJ = Ol et ] = t5; (M).
Par conséquent, ] décrit ty; (€). ’

Pour résoudre un probleme de lieu géométrique a l'aide des transformations, on se raméne &
la situation suivante : le point P, dont on cherche le lieu, est I'image par une transformation
d'un point P, décrivant un ensemble connu.

La résolution se fait en deux étapes :
e reconnaitre une transformation f qui, au point P, associe le point P* ;
o déterminer I'image par f de I'ensemble (€) décrit par le point P.

mmmmmm Isométries et problémes de construction

1. Soit () un cercle de centre O, A et B deux points tels que O n'appartienne pas a la droite (AB).
Construire, au compas, les points d’intersection de la droite (AB) et du cercle ().
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Solution

Si on considére le cercle (€°), image de (%) par la symétrie
orthogonale d’axe (AB), les points communs aux cercles (€)
et (€’) appartiennent a la droite (AB).

D’on1 la construction suivante :

e construire le paint O, image de O par la symétrie ortho-
gonale d’axe (AB) ;

e tracer le cercle (€’) de centre O et de méme rayon que (€) ;

e I et ], points d'intersection des cercles (€) et (€’), sont les
points d’intersection de la droite (AB) et du cercle (€).

2. Soit (%,), (%,) et (%,) trois droites distinctes paralléles.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que : A € (2,), B € (9,) et C e (Z,).

Solution

Analyse d'une figure répondant & la question.

Soit ABC un triangle équilatéral, de sens direct, tel que :
Ae (@,),Be (@,)etCe (I,)

La configuration « triangle équilatéral » conduit a considérer
la rotation r de centre A et d'angle %, par laquelle le point B
a pour image le point C.

Le point C appartient & (%,) et a I'image de (%,) parr ; le point
B est l'antécédent de C par .

Synthése : construction d'un triangle ABC.

D'apreés ce qui précéde, pour construire un triangle ABC de sens direct répondant & la question, il suffit
de suivre les étapes suivantes :

* choisir un point A quelconque de (%,) ;

° construire l'image (9°,) de (@,) par la rotation r de centre A et d'angle % :
cette droite coupe la droite (9,) en C;

e construire le point B, antécédent de C parr.

Discussion : le probléme a-t-il plusieurs solutions ?

Deux choix se sont présentés au cours de la construction :

® le choix du point A sur la droite (%,) ;

® le choix du sens du triangle ABC, donc de I'angle de la rotation r.

Soit ' un vecteur directeur des droites (2,), (40,) et (2,), et (A) une droite orthogonale a ces trois droites.

Connaissant un triangle ABC solution, les translations de vecteur k u (k = 0) permettent de construire
tous les triangles solutions de méme sens et les symétries orthogonales s, permettent de construire tous
les triangles solutions de sens contraire.

Pour résoudre un probleme de construction, on procede généralement en deux étapes : analyse
et synthése.

* L'analyse consiste @ supposer le probléme résolu et & étudier une figure répondant a la ques-
tion pour en dégager les propriétés permettant sa construction.

* La synthese consiste a construire la figure en utilisant les propriétés dégagées dans I'analyse,
a justifier que la figure construite répond & la question et, éventuellement, & discuter le nombre
de solutions au probleme.
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mmmmmm Isoméiries et démonstrations de propriétés

Soit ABCD un quadrilatére convexe de sens direct. On
construit, i ’extérieur de ce quadrilateére, les triangles
rectangles isocéles TAB, JBC, KCD, LDA de sommets
respectifs I, J, K, L. On désigne par O le milieu de [AC].
1°) Soit ry et 1y l(fs quarts de tour directs de centres
respectifs I et J. Etudier la transformation r; o r;. En
déduire que le triangle OIJ est rectangle isocéle en O.
2°) Démontrer de méme que le friangle OKL est rec-
tangle isocéle en O.

3°) Démontrer que IK = JL et que les droites (IK) et (JL)
sont perpendiculaires.

Solution

1°) La composée de deux quarts de tour est une symétrie
centrale.

De plus, rj o 1, (C) = A. Dong, le centre de cette symétrie
est le milieu O de [AC].

Ona:ro I () =s5 () =7, avec O milieu de [JJ'] ;
donc : 1, (J) =85 (J) =] ; le triangle JIJ” est rectangle iso-
cele en I et O est milieu de [J]’].

Dong, le triangle OI] est rectangle isocéle en O.

2°) On démontrerait de méme que, si 1y et r; sont les
quarts de tour directs de centres respectifs K et L, alors :
Ix O Iy = S et le triangle OKL est rectangle isocele en O.

3°) Soit r le quart de tour direct de centre O.
L'image par r du segment [IK] est le segment [JL].
Dong, IK = JL et les droites (IK) et (JL) sont perpendiculaires.

Configurations géométriques et transformations
Pour résoudre un probléme de géométrie {Ii_eu, construction, démonstration d‘un_e PrOPpIiéte, ...},
une transformation peut s'avérer utile. Le choix de cette transformation est suggéré par la confi-
guration géométrique existante ou a construire :

» points alignés, droites concourantes : toutes isométries et homothétie ;

o orthogonalité, parallélisme : toutes isométries et homothétie ;

e (riangle isoctle : symsétrie orthogonale ;

e triangle rectangle isocele : gymsétrie orthogonale, quart de tour ;

» triangle équilatéral : symétrie orthogonale, rotations d’'angle —g—- ou 2?1; :

o parallélogramme : symétrie centrale, translation ;

* rectangle, losange : syméirie centrale, symétrie orthogonale ;

e carré : syméirie centrale, symétrie orthogonale, quart de tour ;
s configuration de Thales : homothétie.
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3.0 On considére 'homothétie h(O,k). Pour quelles 2. Comparer .l'aire du parallélogramme BCDE
valeurs de k h est-elle une isométrie ? et celle du triangle ABC.

3.b On considere un parallélogramme ABCD. %
Déterminer les images des segments [AB], [AC]
et [BC] par la projection p sur la droite (DC), |
parallélement a la droite (AD). La projection p
est-elle une isométrie ?

B E A

3.c  BCDE est un parallélogramme, I est le milieu du
o s : 3d
segment [DE] et A est le point d'intersection des
droites (CI) et (BE).
1. Démontrer que les triangles CID et AIE sont
symétriques par rapport au point L.

Trouver les isométries laissant globalement
invariants les polygones suivants :

aj un triangle isocéle, un triangle équilatéral ;
b) un parallélogramme, un rectangle, un losange.

Complén

W T e T

ents sur les isomé

. Reconnaissance des isométries

ummmmmn  Composée d'isométries
Propriété

 La composée de deux isométries est une isomeétrie.
* La réciproque d'une isomeétrie est une isométrie.

Démonstration

Soit f et g deux isométries. On sait que f -1 gst une isométrie ; démontrons que f o g est une isométrie.
f et g sont des transformations, f o g est donc une transformations.

De plus, f et g conservent les distances, il en est donc de méme pour fog.

Ainsi, f 0 g est une isométrie.

Mocabulaire

Un groupe de transformations du plan est un ensemble (E) de transformations tel que :
—la composée de deux éléments de (E) est un élément de (E) ;

— la réciproque d'un élément de (E) est un élément de (E).

Exemples

e La composée de deux translations est une translation et la réciproque d'une translation est une trans-
lation. L'ensemble des translations est un groupe de transformations du plan.

e De méme, l'ensemble des rotations de centre O et I'ensemble des isométries planes sont des groupes
de transformations du plan.

Contre-exemple

L'ensemble des symétries orthogonales n'est pas un groupe de transformations.
En effet la composée de deux symétries d'axes paralleles est une translation et non une symétrie.
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Déplacements et antidéplacements

Parmi les isométries connues, on constate que certaines, comme les translations, conservent les angles
orientés, alors que d'autres, comme les symétries orthogonales, transforment tout angle orienté en son
opposé. Ces résultats conduisent a distinguer deux sortes d'isomsétries.

Détinitions

* Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.

* Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé.

Exemples
Les translations, les symétries centrales, Les symétries orthogonales sont des
les rotations sont des déplacements. antidéplacements.
C &
B B'
P [ 5 “\ (& A (A) Al
Les triangles ABC et A’B’C’ sont orientés Les triangles ABC et A'B'C’ sont orientés
dans le méme sens. en sens contraire.

On en déduit les propriétés suivantes.

Propriétés

Soit f et g deux isométries planes.

* Sifet g sont des déplacements, alors g o f est un déplacement.

* Si fet g sont des antidéplacements, alors g o f est un déplacement.

* Si f est un déplacement et g un antidéplacement, alors g o f et f o g sont des antidéplacements.
* Si f est un déplacement, alors f* est un déplacement.

* Si f est un antidéplacement, alors f est un antidéplacement.

Remargues

* L'ensemble des déplacements est un groupe de transformations du plan.
* L'ensemble des antidéplacements n’est pas un groupe de transformations du plan car la composée de
deux antidéplacements est un déplacement.

Exemples

e Sur la figure ci-contre, les segments [AB] et [A'B’] sont isométriques ; le
couple (A’, B’) est I'image du couple (A, B) par les isométries suivantes :
a)t; or(A, A = i Zy o t2 =1(0, 2t (déplacement) ;

bjty o S(ac) = S O ty (antidéplacement).

e Sur la figure ci-contre, i
— > —
ona:AB=AB, AC=AC” et (AB,AC) = (A'B’,A'C"), donc le triplet (A", B’,
C”) est I'image du triplet (A, B, C) par le déplacement :
Ty_ (o T s Iy.
t!I OI'(A, ‘7) —I'(A, T) 0 tu = r(oy ) ] ’

ona:AB=AB,AC=AC et (Aﬁ:AE) =— [AT]§’,AY3>’], donc le triplet (A",
B’, C’) est I'image du triplet (A, B, C) par 'antidéplacement :
tJ 0] S[AC} = S[A'C’] 0] t’J.
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2.2, Triangles isométriques

mmmmmm Définition et théoréme

 Détinitions ) _ _

* On dit que des triangles ABC et A’'B’C’ sont isométriques, ou superposables, s'il existe une isométrie
f telle que les points A, B et C ont respectivement pour images A’, B’ et C’.

* Si fest un déplacement, on dit que les triangles ABC et A'B’C’ sont directement superposables.
* Si festun antidéplacement, on dit que les triangles ABC et A’B’C’ sont superposables apreés retour-

nement.

On sait qu'une isométrie conserve les longueurs des cotés d’un triangle. Nous allons démontrer que cette
propriété caractérise deux triangles isométriques.

Théoreme : ' :
Soit ABC et A’B’C’ deux triangles.
Si A'B’ = AB, B'C’ = BC, C’'A’ = CA, alors les triangles ABC et A'B’C’ sont isométriques.

Démonstration

Supposons que : A’'B’ = AB, B'C’ = BC, C'A” = CA.

Démontrons qu'il existe alors une isométrie f qui transforme le triangle ABC en A'B’'C’.
o

Soit t la translation de vecteur AA’, B, et C, les images respectives de B et C par t.

Le théoréme d’Al Kashi nous permet de déduire des égalités précédentes que les angles des deux triangles
sont égaux deux a deux. A

gER Ty = S5 S = S !
* Si (AB, AC) =(A’B’, A’C’), alors : (A'B,, A'C,) =(A'B’, A'C’). o
Donc : (A'B,, AB) =(AC,, AC) . : ‘ /C
A -
De plus, A'B’ = A’B, et A'C' = A'C,. > '
Donc, AB’C Eﬂ_&mage de A’B,C, par la rotation r de centre A
et d’angle (A’B A’B ).

Enfin, A’B,C, est I'image de ABC par t.
Donc, le triangle A'B’C’ est I'image du triangle ABC par le déplacement r o t.

> > 1
e Si (AB, AC) =—-(AB’, AC"),

alors : [AB AC 1) = —{A’B A’C’)

B {
Soit (A) la bissectrice de I'angle CiA’C’ et v 1'un de ses 3

s = — — >
vecteurs directeurs ;ona: (AC,v) = (v; AC,)

On a de plus : A'C’ = A’'C; ; dong, C’ est I'image de C,
par la symétrie orthogonale s,.

CI
(A)

=

On a également : [A_’ﬁ’,?] =(A_']§’ AC) + (A_E ?]

[A’B A’ ) [A’C.l, v )
—(A’Bl, v).
De plus, A'B’ = A’'B, ; donc, B’ est I'image de B, par s, et A'B’C’ est I'image de A'B,C, par s,.
Enfin, A'B,C, est 'image de ABC par t ; donc, A'B’C’ est I'image de ABC par ’antidéplacement s 5 O L.

80 Isométries du plan

) _ _ |




mmmmmmm Critéres d’isométrie

On a vu dans le théoréme précédent que si deux triangles ont leurs cotés égaux deux a deux, ils sont iso-
métriques. Cette condition suffisante d'isométrie est appelée « critére » d'isométrie de deux triangles.

Nous allons établir ci-dessous deux autres critéres d'isométrie.

Propriétés W
Pour que deux triangles soient isométriques, il suffit que I'un des trois critéres suivants soit vérifié.

(1) Les deux triangles ont leurs cotés deux a deux de mémes longueurs.

(2) Les deux triangles ont un angle (non orienté) de méme mesure, compris entre deux cétés deux i
deux de mémes longueurs.

(3) Les deux triangles ont un c¢6té de méme longueur, compris entre deux angles [non orientés) deux
a deux de mémes mesures.

Démonstration

Soit ABC et A’'B'C’ deux triangles.
e Le critére (1) n'est autre que le théoréme précédent.
® On suppose que : AB = AB’, AC= AC’ et mes A = mes A’

D'aprés le théoréme d'Al Kashi, on en déduit que : BC? = B’(?’2, c'est a dire BC = B'C’.
D'apres le critére (1), les deux triangles sont isométriques.
* On suppose que : BC = B’C’, mes B = mes B’ et mes C = mes C". N N

Les triangles ayant deux angles deux a deux de mémes mesures, on en déduit que : mes A = mes A",
D'aprés le théoréme des sinus, on a également : AB = A'B’ et AC = A'C.
D'apres le critére (1), les deux triangles sont isométriques.

—4.3. Travaux dirigés

EEEIN 1. Seit ABCD un rectangle non carré, (E) I'ensemble des isométries laissant globalement inva-
riant ce rectangle, (A) et (A’) les médiatrices respectives des segments [AB] et [BC], O le centre du rectangle.
1°) Vérifier que les transformations Id, s, s, et s,, appartiennent a l'ensemble (E).

On admet désormais que : (E) = {Id, Sg» Spr Sk

2°) Dresser le tableau des composées des éléments de (E).

3°) Déduire de ce tableau que (E) est un groupe de transformations.

Solution 0 ?
1°) Les images du quadruplet de points (A, B, C, D) par les transfor-
mations Id, s, s, et s, sont respectivement (A, B, C, D), (C, D, A, B), O (A"
(B; A, D, G} et {D.-C, B; A). _ |
Le rectangle ABCD est donc globalement invariant par ces isométries. D I(A) ¢
2°) On compose deux a deux ces isométries et on obtient le tableau ; 7
. o/ d | So | Sa | Sa |
ci-contre : I s ——“5;“—‘7?1'
3°) On remarque dans ce tableau que : : ‘ = . = = :
—la composée de deux éléments de (E) est un élément de (E) ; 2 A A i
— la réciproque de tout élément de (E) est un élément de (E). %A s e e %0 :
(E) est donc un groupe de transformations. I B |
mmmmmm 2. Application des isométries @ un probléme d’optimisation!
Soit ABC un triangle équilatéral de centre O. h
Déterminer les points M, N, P situés respectivement sur les segments [AB], [BCI, [CA] M
(a l'exclusion des extrémités) et tels que le quadrilatére OMNP ait un périmétre minimal. '
Calculer, en fonction du c6té a du triangle ABC, ce périmétre minimal. P
N

1. optimiser c’est rechercher la valeur minimale ou maximale.

Isométries du plan 81




Solution

Par trois symétries orthogonales consécutives, on a :
MN = MN’;

NP =NP' =N'P”;

PO =P’0’ = P”’0” = P”Q. Donc :

OM + MN + NP + PO = OM + MN’ + N'P” + P"Q.

Le trajet OMN’P”Q sera minimum quand il sera effectué en
ligne droite.

Donc, pour déterminer le trajet minimum :

o tracer la droite (OQ) qui coupe les droites (AB), (A'B), (A'B’)
respectivement en M, N, P?

o construire les points N et P, antécédents respectifs des
points N’ et P” par les symétries successives.

Par symétrie, on a :

o N’ milieu de [A’B], donc N milieu de [BC] ;

o la droite (AO) est un axe de symétrie pour le quadrilatere OMNP.
Soit p le périmetre minimal. On a : p = 2(OM + MN) = 20’N.

2 2 2 [z
O'N2 = (O’B2 +BN2= & + & = 78 . donc:p =5,
3747 12 pP==7

WE XTI CICOS B i o A A7 o o P

A.a  ABC est un triangle équilatéral de sens direct A.c  ABCD est un rectangle de sens direct et de centre
et de centre O. t est la translation de vecteur oc, 0, tel que : AD = 2 AB. Les points L, ], K, L sont
r la rotation de centre O et d'angle 2?“ s la symé- les milieux respectifs des cotés [AB], [BC], [CD],
trie d'axe (OA). [DA]. Déterminer les isométries telles que :
Reconnatre, parmi les transformations suivantes, a) (A, 1, 0) a pour image (O, ], C) ;
les déplacements et les antidéplacements : b) (A, I, O) a pour image (D, K, O) ;
rosorl, soros, tosot? sotos. ¢) (A, 1, O) a pour image (G, K, O).

Ab OAB est un triangle B A.d  ABC est un triangle équilatéral de sens direct et

rectangle et non isocéle o ‘
en Q : O, A’, B’ sont A’
les milieux respectifs “

A ; O
des segments [AB], B
[OB], [OA]. Citer tous les triangles isomé-
triques au triangle AQ’B’ apparaissant sur la
figure et, pour chacun d'eux (sauf pour le tri-
angle OA’(Y"), préciser l'isométrie qui le trans-
forme en AO'B’. )

de centre O. Les points [, ], K sont les milieux
respectifs des cotés [AB], [BC], [CA]. Déterminer
les isométries telles que :

a) (A, O, K) a pour image (C, 0, K) ;

b) (A, O, K) a pour image (B, O, D;

c] (A, O, K) a pour image (B, O, J}.
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APPRENTISSAGE

Symétries orthogonales et
translations

1 ABCD est un losange de

sens direct tel que mes A = L. R

1. Déterminer la nature et les &lg- 2 c
ments caractéristiques des transfor-

mations suivantes : B

f=5pc)08ap) i 8= S(cp) © S(aB)
2. Démontrer que rgof=fog=1t,5

S =) e o

2 On considére une droite (A) de vecteur normal u .

Déterminer la nature et I’élément caractéristique de la
transformation ty0s,.

3 Soit (A) et (A") deux droites perpendiculaires et
O leur point d’intersection. On considére 1'ensemble E
de transformations du plan : E = { Id, S s Sas Sy e
Démontrer que la composée de deux éléments de F est
un élément de E et que la réciproque d'un élément de E
est un élément de E.

& Te plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
On considare le vecteur © (;) et la droite (%) d'équation
2x -3y + 4 =0.
1. Quelle est l'expression analytique de t; ?
2. Soit (%) I'image de (&) par t; Déterminer une équa-
tion cartésienne de (%”).

Rotations

5 On considere deux points distincts M et N.
1. Déterminer la nature et 'élément caractéristique de
la transformation sy, 0 sy
2. En déduire que toute translation est la composée de
deux symétries centrales dont l'une est arbitrairement
choisie.
3. Application
ABC est un triangle, I et ] sont les milieux respectifs de
[AB] et [AC). Déterminer la nature et les éléments carac-
téristiques des transformations t 5% 0 5y et 5, 0 t e

6 ABCO estun parallélogramime,
1. Démontrer que : 55 05, =50 55,
2. Déterminer la nature et 1'élément caractéristique de
la transformation s; 0 s5 0 s,.
3. Construire I'image de ABCO par cette transformation.

7 Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct
et H le pied de la hauteur issue du sommet A.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques

\}

\

ExercicesT——Z2

des transformations suivantes :
5(aB) © S(an) } S(80) © Stam) ; TAf O Sa-
8 Le plan est muni du repére orthonormé (Q, I, J).

(A) désigne la premiére bissectrice et r 1o quart de tour
direct de centre O.

\1. Quelles sont les expressions analytiques de Siop €t s, ?

- En déduire I'expression analytique de r.

9 ABCD est un Tectangle.
1. Déterminer la nature et I'élément caractéristique de
la transforplatlpn Sma) © S(cp) © S(ag) © S(ap) '
2. Construire I'image de ABCD par cette transformation.

10 ABCD est un parallélogramme tel que les
droites (AB) et (BD) soient perpendiculaires.
1. Faire une figure.
2. Démontrer que : StaB) © S(pc) = Sp © S

11 ABCD est un rectangle de sens direct.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations suivantes :

@) S(ap) 0 84 O Siapy 5
b) s(cp) 054 0 845 ;
cJ Stan) © 5g 0 S(ap)-

12 ABCD est un parallélogramme de sens direct
tel que les droites (CB) et (BD) sont perpendiculaires et
AC =2 BD.

1. Faire une figure.
2. Determiner la nature et les éléments caractéristiques
des transformations suivantes :

£=5(a0) 0 S(ap) 5 8 = Sy O 5y s 8 O £
13 A et B sont deux points distincts.
1. Déterminer et construire la droite (A) telle que :
2rny _
[ A, — 3] = S(a) © S(a)-
2. Déterminer et construire la droite (A') telle que :
, 21
r (E’ - -3_) = S(x) O S(ap)
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation r’ o r.

18 A et B sont deux points distincts.
1. Déterminer et construire la droite (A) telle que :

2n
| A, %5 ) = Sa) O S(any
2, Déterminer et construire la droite (A’) telle que :
; T\
r'(B, ?) = S(ap) O S(a)-
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation ro r’.

15 ABCD est un trapeze
isoctle de bases [AB] et [CD],
inscrit dans un cercle de centre
O et tel que : .
mes COD = 2 mes AOB = 2%

A——B

DC

Démontrer que : S(0a) 9 S(oB) © Siog) © S(op) = Id.
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16 Quelle est l'image par une isométrie d'un carré ?
d’un rectangle ? d’un losange ? Justifier chaque réponse.

17 1. Déterminer les symétries orthogonales qui

laissent globalement invariant un cercle (6) de centre O.
2. Déterminer les rotations qui laissent globalement
invariant un cercle (€) de centre O.

18 ABCDE est un pentagone régulier de centre O
et A', B', C, D, E' sont les milieux respectifs des seg-
ments [CD], [DE], [EA], [AB], [BC].

FGHIJK est un hexagone régulier de centre O' et F', G,
H, T, J, K' sont les milieux respectifs des segments
[FG], [GH], [H1], [1]], [JK], [KF].

Trouver les isométries laissant globalement invariants
les polygones suivants :

a) le pentagone régulier ABCDE ;

b) I'hexagone régulier FGHIJK.

19 On considére une droite (A) et un point M de
cette droite. Soit A et B deux points distincts n’appar-
tenant pas a (A).

1. Construire le point N tel que NABM soit un parallé-
logramme.

2. Quel est le lieu du point N lorsque le point M décrit
la droite (A) ?

20 On considére un cercle (I) de centre O et un
point M de ce cercle. Soit A et B deux points distincts tels
que la droite (AB) n'ait aucun point commun avec ().

1. Construire le point N tel que NBMA soit un parallé-
logramme.

2. Quel est le lieu du point N lorsque le point M décrit
le cercle (T') 7

21 A est un point et (%)
est une droite ne passant pas
par A. M étant un point de (%),
les cercles de centres A et M,
de rayon AM, se coupent en
M’ et M” (les triangles AMM’
et AM"M sont de sens direct). M
Quels sont les lieux respectifs des points M’ et M”
lorsque le point M décrit la droite (%) 7

Mu

(%)

22 soit (@) et (@7) deux droites sécantes et A un
point n'appartenant ni a (%), ni 4 (9").
Construire un segment [BC] tel que :
e le point A est le milieu du segment [BC] ;
° le point B appartient & la droite (@) ;
¢ le point C appartient i la droite (%)
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23 Soit (@) et (@) deux

droites, A et B deux points dis- o o

tincts tels que la droite (AB) ne " A

soit pas paralleéle a un axe de e B
symeétrie des droites (@) et (@7). (@)

Construire le point M de (9) et 7
le point M' de (@) tels que :
AM =AM’ et BM =BM'.

28 Soit (@) et (") deux droites, A et G deux points.
Construire le point B de (%) et le point C de (%) tels que
G soit 'isobarycentre des points A, B et C.

(On pourra d’abord déterminer le milieu du segment
[BC].}

25 ABC et AB'C’ sont deux triangles rectangles
isocéles en A et de sens direct.
Démontrer que : BB’ = CC’ et (BB’) L (CC").

26 ABC et AB’C’ sont deux triangles équilatéraux
de sens direct.
Démontrgx_‘_g_u_eh BB’ = CC’ et déterminer une mesure de

I'angle (BR’, CC).

27 ABCD est un carré de sens D C _F
direct, I est le milieu de [AD]. y
On construit le rectangle BEFC, | </
extérieur au carré ABCD, tel que : “He
AB = 2 BE. [
A B E

Quelle est la nature du triangle ICE 7 Justifier.
(On pourra utiliser une rotation.}

28 ABCD et AEFG sont G
deux carrés de sens direct.
On note t le quart de tour A D
direct de centre A.
Démontrer que BE = DG et 4 F
déterminer une mesure de

==
I'angle (BE, DG). E

29 sur la figure ci-
contre, ABC est un triangle
équilatéral de sens direct
et AA’ = BB’ = CC.
Démontrer que A'B’'C’ est
un triangle équilatéral de
sens direct.

30 AOB est un triangle de sens direct. Soit r le
quart de tour direct de centre O.

On note C, D et A’ les points tels que : C = r}(A),
D=1(B) et A=ror(A)
Démontrer que : A'B = CD et (A'B) L (CD).
313sur la figure ci- C
contre, on a : AB = AB’ et ,
AC=AC B
Démontrer que : BC = B'C’
et (BC) L (B'C). B ~ c

32 Sur la figure ci-aprés, ona: PQ = SR et PR = ST.
1. Préciser I'angle de la rotation r qui transforme le




triangle SRT en PQR et construire son Q
centre I.

2. Soit V I'image du point R par la
symétrie de centre I. Quelle est I'ima-
ge par r du triangle VSQ ?

P R

APPROFONDISSEMENT _

33 Sur la figure ci-dessous, A et B sont deux
points situés dans un méme demi-plan ouvert délimité
par (A).

(4)

M

Comment faut-il choisir le point M sur la droite (A) pour
que le trajet AM + MB soit de longueur minimale ?

34 Sur la figure ci-dessous, A estun point donné,
a l'intérieur de la région colorée délimitée par les demi-
droites [OI) et [O]).
Soit M un point de la demi-droite [OI) et N son projeté
orthogonal sur la demi-droite [O]).

(o]

Comment faut-il choisir le point M pour que la somme
AM + MN soit minimale ?

35 Pour relier les villages A et B, on doit construire
deux ponts (perpendiculairement aux bras de la rivigre).

A/\ﬂ_J\B

Ou faut-il construire les ponts pour que le chemin
reliant les villages A et B soit de longueur minimale ?

36 A, B, C, D sont quatre points distincts du plan
tel que : AB = CD.
Déterminer dans chacun des cas suivants une isométrie f
(ou une composée d’isométries) qui transforme le point
AenCetlepointBenD:
1. (AB) et (CD) sont deux droites parallles ;
2. [AB] et [CD] ont méme milieu I ;
3. (AB) et (CD) sont deux droites sécantes en un point P.

37 ABCD est un carré de sens direct.
On considére la transformation :

f=1(D,- Z-)orCor” BE ) om,,

Déterminer f(A) et en déduire, suivant les valeurs de v,
la nature et les éléments caractéristiques de £.

38 ABC est un triangle A
équilatéral de sens direct, (€)
inscrit dans le cercle (%) de
diametre [AD].
1. Démontrer que la transfor-
mation f définie par : B C
f = s@p) 0 8(4c) st une rota-
tion, dont on précisera le D
centre I et l'angle.
2. Démontrer que la transformation g définie par
g = Sigp) O S(ap) st une rotation, dont on précisera le
centre J et l‘a:ugle.
3. Démontrer que le triangle AIJ est équilatéral.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations g o fet f o g.

39 ABCest un triangle. o, P et vy désignent des
mesures respectives des angles 2(AB, AC), Z(Bd BX) et

>
2(CA, CB).
Démontrer que : r(A, o) o ©'(B, B) o T”(C, v) = Id.

40 ABCD est un quadrilatére convexe inscrit
dans un cercle (€) de centre O.
E, F, G, H désignent les milieux respectifs des cotés
[AB], [BC], [CD], [DA].
1. a) Démontrer que EFGH est un parallélogramme.
b) En déduire que : s; 0 550 5; 0 55 = 1d.
2. a] Démontrer que les médiatrices des cotés du qua-
drilatére ABCD sont concourantes en Q.
b) En déduire que : sqg) 0 S(gf) 0 S(ag) 0 Sy = 1d.

41 ABCD et OEFG sont des i

carrés de coté 2a. O est le centre o

du carré ABCD. |

Exprimer l'aire de la partie colo- B [ : 76
ié ion de a. ‘

riée en fonction de a B 4

A2 ABCD est un quadrilatére convexe.
On construit les points F et E, images respectives des
points B et D par la translation t de vecteur AC.
Démontrer que l'aire de BDEF est le double de l'aire de
ABCD.

43 ABC est un triangle équilatéral de centre O et
de sens direct.
1. Démontrer que les seules symétries orthogonales
laissant globalement invariant le triangle ABC sont :
S(OA]’ S(OB] et S[OC]'
2. Soit r la rotation de centre O et d’angle 21 Démontrer
que les seules rotations laissant globalement invariant
le triangle ABC sont : Id, r et 771,
3. On considere I'ensemble (E) d'isométries :
(E) = {Id, 7, r™%, 504y, Sty S(00)-
Dresser le tableau des composées des éléments de (E) et
en déduire que (E) est un groupe de transformations du
plan.
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B8 ABCD est un carré de centre O et de sens
direct, (A) et (A”) sont les médiatrices respectives des
segments [AB] et [AD].

1. Démontrer que les seules symétries orthogonales
laissant globalement invariant le carré ABCD sont : s x
Sx» S(ac) et Smpy-

2. Soit r le quart de tour direct de centre O. Démontrer
que les seules rotations laissant globalement invariant
le carré ABCD sont : Id, r, r™* et 5.

3. On considére I'ensemble (E) d'isométries :

(E) = {1d, 1, r%, 55, 8550 Sacy SED)-

Dresser le tableau des composées des éléments de (E) et
en déduire que (E) est un groupe de transformations du
plan.

A5 ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
On note A, B’ et C’ les points tels que :

A =1(B, Z)a), B =r(C, P[B)etC’r”(A )[C]

Quelle est Ia nature du triangle A'B’C’ 7 Justifier.

46 On considére trois droites paralleles (A}, (A”) et (A”).
Construire un triangle ABC isocgle rectangle en A, tel
que: Ae (A).Be {A)etCe (A").

&7 (©) et (¢’) sont deux cercles concentriques de
rayons respectifs 3 cm et 4 cm, A est un point de ().
1. Construire un triangle équilatéral ABC tel que le
point B appartienne a (%) et le point C a (4’).

2. Construire un triangle équilatéral ABC tel que les
points B et C appartiennent & (¢°).
(Dans chacun des cas, on précisera le nombre de solutions.)

48 On considere trois cercles concentriques (I,
(I"), ("), de centre O et de rayons 3 cm, 4 cm, 5 cm.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que :
Ae(),Be MetCe (I).

49 ABC est un triangle équi-
latéral de sens direct, inscrit dans
un cercle (). -

M est un point du petit arc BC, dis-
tinct d& B et de C.

Démontrer que : MA = MB + MC.
(On pourra utiliser une rotation de
centre A).

50, ] et K sont trois points non alignés.
Construire un triangle ABC isocele rectangle en A et de
sens direct, tel que: A e (I]), Be (JK) et C e (KI).

(Il conviendra de distinguer le cas oi1 le triangle IJK est
rectangle en K, du cas ou il ne I'est pas.)

51 ABC est un triangle inscrit dans un cercle (')

de centre O, H est son orthocentre, I est le milien du
segment [BC].
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1. On considére le point M du
plan tel que :

iy S > >

OM =0A + 0B +0C.
@) Démontrer que : AM =20T;
en déduire que le point M appar-
tient & la hauteur issue de A.
b) Démontrer que les points M
et H sont confondus.
2. Soit P le symétrique du point
H par rapport 4 la droite (BC).
a) Déterminer I'image du point P par la transformation
définie par : f =t g3 0 5
b) Déterminer la droite (A) telle que :
tga =54 0 Spey
¢} En déduire que le point P est sur le cercle (T).
Enoncer le théoréme ainsi démontré.

52 ABC est un tri-
angle de sens direct, ABED
et ACGF sont les carrés -
construits extérieurement {

4 ABC sur les cotés [AB] et E

[AC]. A F
On désigne par H le proje-

té orthogonal de A sur \ -
(BC), K le milieu de [DF], I B H

le centre du carré ABED et

J le centre du carré ACGF.

1.0On considére les quarts de tour directs r et 1, de
centres respectifs [ et J.

Démontrer que :ror =r""or " =5

2. Déterminer I'image de la droite [AH] par sg- En déduire
que les points K, A et H sont alignés.

3. Soit A’ I'image du point A par s.

a) Démontrer que : 1(C) =

En déduire que : (EC) L (A'B).

b] Démontrer de méme que : (BG) L (A’C).

4. Déduire des questions précédentes que les droites
(EC), (BG]) et (AH) sont concourantes.

O

53 soit ABCD un quadrilatere. On construit vers
Pextérieur du quadrilateére les triangles équilatéraux
ABM et CDP, vers l'intérieur on construit les triangles
équilatéraux BCN et ADQ.

Quelle est la nature du quadrilatere MNPQ ?

A e T L P e N
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__1.1. Déterminations et propriétés

Introduction

En classe de seconde, nous avons vu que toute homothétie est définie par un point, appelé centre, et un

nombre réel non nul, appelé rapport. Lhomothétie de centre O et de rapport k (k #0), notée hig 4y ouh,
> o

est l'application du plan dans lui-méme qui & tout point M associe le point M' tel que : OM’ = k OM.

On a également démontré ou admis les propriétés suivantes :
esi k=1,h estl'application identique et tous les points sont invariants ;
esi kk#1,0 estleseul point invariant ;

BI
e si k=—1,h estlasymétrie de centre O ; \O
; ; A

e toute homothétie h(o, k) €st une transformation et sa A
réciproque est 'homothétie h(y, 1);
T

esi AletB’ deagnent les i images respectives des points B
A et B par h, alors : AB =k AB.

mmmmemm Déterminations d’une homothétie
1. Homothétie déterminée par son centre, un point et son image

A, B et C sont trois points alignés, deux a A
deux distincts.

Construire les images des points M et N par
I’homothétie de centre A, transformant B en C.

2. Homothétie déterminée par deux points et leurs images

ABCD est un trapéze tel que : CD = 2 AB.

Déterminer le centre et le rapport de 'homothétie h
dans les deux cas suivants :

a) A et B ont pour images respectives D et C par h ;

b) A et B ont pour images respectives C et D par h.

3. Homothétie déterminée par son rapport, un point et son image
\

Construire, dans chaque cas, le centre de ’homothétie de rapport k qui transforme le point A en point B.

e 2 ; _3
a)k=- = H b) k=5
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mmmmm Propriété caractéristique d’une homothétie

| Propriété

Soit f une application du plan dans lui-méme, k un nombre réel différent de 0 et de 1.
f est une homothétie de rapport k si et seulement si, pour tous points M et N d'images respectives M’
et N, ona: 1\/?&’ = kl\ﬁ.

Démonstration M

* 5if est une homothétie de rapport k, on sait que, pour tous points N /\
> >

M et N d’images respectives M’ et N’ par f, on a : M’'N’ = k MN. e

* Réciproquement, on suppose que pour tous pomts MetN
d’images respectives M’ et N, ona: MN' =k MX.

Soit AetB deux pomts distincts, A’ et B’ leurs images respectives
parf;ona: AB =k AB.

On sait qu'il existe une homothétie h, de rapport k, telle que :
i h(A)=A" et h(B) =

Soit M un point du plan, M’ son image par f et M, son image par h.
M’ = f(M), donc : AN =k AM ;

M, = h(M), donc : AM, = k AM.

Les points M’ et M, sont confondus et f = h.

mmmmmmn Expression analytique d’une homothétie

Le plan est muni du repére (O, 7, 1 ).

Soit k un nombre réel non nul et Q le point de coordonnées oo, s,
® On considére I’homothétie h de centre Q et de rapport k.

Soit M(;) un point du plan et M(z:) son image par h.

‘ Ona:M =h (M) = QI\T/I’=kQI\+/I
- {x’—xozk(x—xo]
Y-yY,=kly-yy)
X=kx+(1-kx,
y=ky+Q1-kly,
* Soit f I'application du plan dans lui-méme, qui & tout point M(;) associe le point M’(‘;) tel que :

{x’:kx+p
Y=ky+gq

L'expression analytique de h est : {

, 0l1 p et g sont des nombres réels.
Si k=1, f estla translation de vecteur (g)

Si k# 1, considérons deux points A(xl), B(xz) et leurs images respectives A’(xl,), B’(xz,) par f.
y1 yz yl yZ

>~ 3 y i ] » i
Ona:AB =, —x)) i+ W, —uy)Jj
=k[x2_xl) VI,T,‘%'k[yz_
=k AB.

Cette égalité caractérise une homothétie de rapport k.
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x=lkx+ 1-k
Son centre est le point invariant, c’est-a-dire Q(;C ) tel que : { i P onadonc: 0
=gy

1-k
Propriété = , :
Le plan est muni du repeére (O, 7).
Soit ic un nombre réel non nul et f I'application du plan dans lui-méme, qui a tout point M(J;) associe
ot r=kx+ !
le point M’(‘r,) tel que : { 2 , ol p et q sont des nombres réels.
Y y=ky+q
* Si k=1, f estla translation de vecteur u (g )
+ Si k#1,f est une homothétie de rapport k.

Exemples
e Soit h I'homothétie de centre Q(_ZS) et de rapport — %
L'image par h d'un point M(’;) est le point M(";) tel que : N = - % OM.

x’+3=—%(x+3) x’=——%—x——92—
Ona: 1 < 1
y1_2:__2_[y_2] | S

Yy=—5y+3 .
» Soit f l'application du plan dans lui-méme qui & tout point M(’;) associe le point M’(’Z,) tel que :

xX=—2x+3
Yy =-2y—b.
f est une homothétie de rapport — 2. Son centre est le point invariant Q, de coordonnées (1 ; — %].

1.2, Homothéties et configurations

memmmmn  Images de figures simples

h est 'homothétie de centre O et de rapport k.
Soit A, B, I des points et A’, B, I’ leurs images respectives par h.
Les propriétés suivantes ont été démontrées en classe de seconde.

e L'image d'une droite (A) passant par A est la e L'image du cercle (6) de centre I et de rayon r
droite (A’), paralléle a (A) et passant par A’. est le cercle (€°) de centre I’ et de rayon |k| r.

e L'image de la demi-droite [AB) est la demi-droite | e L'image du cercle (€) de diameétre [AB] est le
—{A’B’), de support parallele au support de [AB). cercle (€’) de diametre [A'B’].

e L'image du segment [AB] est le segment [A’'B’],
de support paralléle au support de [AB].

O B

A B (A)

(a9
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B emarqgues

* Les homothéties conservent I'alignement, le milieu, le parallélisme, I'orthogonalité et les angles orientés.
* Une homothétie de rapport k multiplie les distances par |k|.
® Une homothétie de rapport It multiplie les aires par kZ.

mmmmmm Conservation du barycentre

On sait que les homothéties conservent le milieu. La propriété suivante est une généralisation de ce résultat.

Propriété ' 3

Soit h une homothétie, (A,a), (B,b), (C,c) des points pondérés, A’, B’, C’ les images respectives des
points A, B, C par h, G un point et G’ son image par h.

G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,c) si et seulement si G’ est le barycentre des
points pondérés (A’,a), (B’,b) et (C’,c).

On dit que les homothéties conservent le barycentre.

Deémonstration

Soit k le rapport de l'homothétie h.
> e o
G = bar {(A,a), (B,b), (C,c)} aGA+bGB+cGC=0
o > st o ¥
ka GA+kbGB +keGC=0 (car k#0)
— — o >
aGA+bGB +cGC =0
G’ = bar {(A.a), (B.b), (C',0)}.

(A

msmmmm Conservation du contact

Propriété

Soit h une homothétie, (&) une droite, A un point de (&), (€) un cercle tangent a (&) en A, (2°), A’ et
(€’) les images respectives de (2), A et (€) par h.
La droite (9°) est tangente au cercle (€’) en A’

On dit que les homothéties conservent le contact entre un cercle et une droite.

Démonstration -
Le point A appartient au cercle (€) et a la droite (%), le
point A" appartient donc au cercle (4€’) et a la droite (%°).

Si O et O’ sont les centres respectifs des cercles (€) et

(€),h(0) = 0", T
De plus, comme (OA) L (%) et les homothéties conser- (©)

vent 'orthogonalité, on a : (O’A’) L (2').
La droite (9°) est donc tangente au cercle (4’) en A’

Remarque o}

On déduit immédiatement de cette propriété que deux A
cercles tangents ont pour images deux cercles tangents.
On dit que les homothéties conservent le contact entre
deux cercles.

Plus généralement, on admettra que les homothéties
conservent le contact.
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__1.3. Utilisations des homothéties

Homothéties et recherche de lieux géoméiriques

FERT

1. A et B sont deux points distincts, M est un point tel que le triangle ABM soit rectangle en M. On
désigne par G le centre de gravité du triangle ABM.
Déterminer et construire le lieu géométrique de G lorsque M varie.

Solution

Soit I le milieu de [AB].

Ona: i(A}> 2= %]I\?f, donc G est I'image de M par I’homothétie
h de centre I et de rapport %

Le point M décrit le cercle (€) de diamétre [AB], privé des
points A et B.

L'image de () par h est le cercle (€’) de centre I et de rayon
% IA. Dong, le lieu de G est le cercle (4¢’), privé des points
A’ et B’ tels que : A’ = h(A) et B’ =h(B).

2. (¢) est un cercle de centre O, A est un point extérieur a (6).
On désigne par B et D les points d’intersection de (€) avec la
droite (AO) (B € [AOI]).

Soit M un point de (€), distinct de B et D, et N le pied de
la bissectrice issue de O dans le triangle AOM.

1°) Quel est le lieu géométrique de N lorsque M décrit (€)
privé deBetD ?

2°) Construire ce lieu.

Solution guidée

1°) e Démontrer que les droites (ON) et (DM) sont paralléles.
Soit h 'homothétie de centre A qui transforme D en O.

e Démontrer que : h(M) = N.

e Conclure.

2°) e Choisir un point M et construire le point N corres- A
pondant.

¢ En déduire une construction du point 0", image de O par h.

¢ Construire le lieu de N.

smmmmm Homothéties et problémes de construction

1. (%) est un cercle de centre O, A est un point extérieur a (€).

Congtruire une droite passant par A et coupant (¢) en deux points B et C tels que C soit le milieu du
segment [AB].

Discuter, suivant la position de A par rapport a (€), le nombre de solutions.
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Solution

Analyse

Ona: AB = 2AC ; donc B est I'image de C par ’homothétie h de centre A et de rapport 2.
Le point C appartient & (€), donc B appartient a I'image (€¢°) de (€) par h.

Le point B appartient également 4 (€) ; il appartient donc & l'intersection de (€) et (€’).

Synthése
On construit le cercle (€°), image de (%) par h.

Soit B un point commun & (€) et (€’), C le deuxitme
point d’intersection de la droite (AB) avec (€).

Ona: A_ﬁ = ZAE : donc C est le milieu de [AB].

Discussion

Il y a autant de solutions que de points communs a () et (€’).

On pose : d = A0 =00’;

e si r<d < 3r, les cercles (€) et (6’) sont sécants et il v a deux solutions ;

esi d=r ou d=3r les cercles (€) et (6’) sont tangents et il y a une solution ;

esi d<r ou d> 3r les cercles (€) et (€’) n’ont pas de point commun et il n’y a pas de solution.

r<d<3r d=r d=3r

2. Sur la figure ci-contre, [OX) et [0Y) sont deux demi-droites
distinctes, A est un point situé dans la partie coloriée du plan,
limitée par ces demi-droites.

Construire un cercle passant par A et tangent a [0X) et [0Y). o
Discuter, suivant la position du point A, le nombre de solutions.

Solution
Analyse

Le cercle (%) est tangent aux demi-droites [OX] et [OY) ; son
centre I appartient donc  la bissectrice [0Z) de I'angle XOY.
Soit Q un point de cette bissectrice et (I') le cercle de centre Q,
tangent aux deux demi-droites.

11 existe une homothétie h de centre O, transformant (T') en (€).
A a pour antécédent par h I'un des points d'intersection, M ou
N, de la demi-droite [OA) avec le cercle (I').
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Synthése
» Construire la bissectrice [0Z) de I'angle XOY.
e Choisir arbitrairement un point Q (Q # O) de cette bissectrice.

e Construire le cercle (I') de centre Q, tangent aux demi-droites
[OX) et [OY).

o Tracer la demi-droite [OA) ; soit M et N les points d'inter-
section de [OA) avec le cercle (I).

Les droites paralleles a (QM]) et (QN), passant par A, coupent
(OZ) en deux points I et I.

Les cercles (6) et (%'), passant par A et de centres respectifs I
et I', sont les deux cercles solutions du probleme.

Discussion
Il y a autant de solutions que de points d’intersection de (I') avec la demi-droite [DA).
e Si A n’appartient 4 aucune des demi-droites [0X) et [QY), il v a deux solutions (figure 1).

En particulier si A appartient a la bissectrice [OZ), les points I et I' seront construits en prenant un point
intermédiaire, par exemple le point de contact S de (I') avec [OX) ; les droites (AT) et (AT’) sont paralléles
respectivement & (MS) et (NS) (figure 2).

* Si A appartient a l'une des demi-droites [OX) ou [QY), il y a une seule solution (figure 3).

figure 2 figure 3

Homothéties et démonstrations de propriétés

1. Soit ABCD et AEFG deux parallélogrammes tels que les

points A, B et E sont alignés, les points A, D et G sont alignés, D 2
les droites (BD) et (EG) sont paralléles.
Démontrer que les points A, C et F sont alignés. G PN

y B
Solution & E

Soit h I’homothétie de centre A, qui transforme B en E.

Les droites (EG) et (BD) sont paralléles, donc : h(D) = G.

Les droites (EF) et (BC) sont parallales, donc 'image de C par h appartieﬁt a la droite (EF).
Les droites (GF) et (DC) sont paralleles, donc I'image de C par h appartient a la droite (GF).
Dong, h(C) = F et les points A, C, F sont alignés.
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9. ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD]. Soit I le milien
de [AB], J le milieu de [CD], O le point d’intersection des
droites (AD) et (BC), O’ le point d’intersection des droites
(AQ) et (BD).

Démontrer que les points O, I, O’ et J sont alignés.

Solution
Considérons I'homothétie h de centre O qui transforme A en D.

L'image par h de la droite (AB) est la droite parallele & (AB)
passant par D, c'est-a-dire (DC).

L'image de B par h appartient donc a la droite (DC) ; elle appartient aussi, par construction, a la droite (OB).

Par conséquent : h(B) =C.

Toute homothétie conserve les milieux, donc : h(I) = 7.

Ainsi, les points O, I, ] sont alignés.

Considérons maintenant

On démontre de méme que : h’'(B) =D et (D) =]

Par conséquent, les points O, I, d'

Les points 0,1, O et ] sont donc alignés.

I'homothétie b’ de centre O’ qui transforme A en C.

une part et O’, 1, ] d'autre part, sont alignés.

%%ﬁE NI . v

1.a

1.b

l.c

1.d

ABC est un triangle, A’, B’ et €’ sont les milieux
respectifs des cOtés [BGl, [AC] et [AB] .

1. Déterminer le centre et le rapport de Tho-
mothétie qui transforme respectivement A, B
etCen A, B et C.

2. En déduire que les iriangles ABC et ABC
ont méme centre de gravité.

On donne quatre pointsﬁd:,-ux z‘ardgux distincts
A, A, B et B’ tels que : AB’ = 3AB.

1. Déterminer le rapport de 'homothétie h qui
transforme A en A’ et B en B’ Construire son
centre dans les deux cas suivants :

a) les droites (AB) et (A’B’) sont distinctes ;

b) les droites (AB) et (A'B’) sont confondues.
2. Mémes questions pour I'homothétie b’ telle
que:'(A) =B et h'(B) = A

P et Q sont deux points, G est le barycentre des
points (P, — 3) et (Q, 1). Soit f I'application du
plan dans lui-méme, quia tout*poinfc M associe
le point M’ tel que : PM’ = PQ + 3PM.
Démontrer que f est une homothétie dont on
déterminera les éléments caractéristiques.

(%) et (¢’) sont deux cercles de centres respec-
tifs O et O, de rayons respectifs r et 2r.

1. Quels sont les rapports des homothéties qui
transforment () en (€7 ?

R

l.e

1.f

2. Soit O et {0’ les centres de ces homothéties.
a) Exprimer 0Q et O’ en fonction de 00'.

b) En déduire une construction de Q et (0’ dans
chacun des cas suivants :

00’=1r ;00 =r ;00 =2r ;00'=3r.

Le plan est muni du repere (O, I, J). Soit h Tho-
mothétie de centre Q(_lz et de rapport — -%—

1. Déterminer l'expression analytique de h
dans le repére (O, I, N

2. En déduire les coordonnées du point A dont
’image par h est le point A’(—T4 )

Soit un cercle (€) de diamétre [AB] et I le point
tel que : IA = %—Aﬁ A tout point M de (), on
associe le point P, tel que [MP] soit un diamétre
de (%), et le point d’intersection Q des droites
(M) et (AP).

1. Démontrer que les droites (BM) et (PQ) sont
parallgles.

9. En déduire le lieu (I) de Q lorsque M décrit
(«) privé de A et B. Construire (T).

ABCD et AEFG sont deux carrés de sens direct
tels que : AE=— -23— AB. Démontrer que les droites
(AC), (BG) et (DE) sont concourantes.

Homothéties 95



R . A P o

__9 1. Homothéties et translations

smmmmm Composée de deux homothéfies de méme cenire

|

Soit h et b’ deux homothéties de centre O et de rapports respectifs k et k’.
h’ o h est 'homothétie de centre O et de rapport k’k.

Démonstration

Soit M un point du plan, M, son image par h et M’ I'image de M, par h’.
> = —> —>

Ona:0OM =k’ OM, et OM, = k OM.

Donc : OM’ = K’k OM.

‘ as particuliers

e Si k' =1, alors h’o h est I'application identique.
Si k’k=—1,alors h’o h est la symétrie de centre O.

Eemargue

Pour tout couple (I, k’) de nombres réels, on a : k'’ = kk’ ; donc: ho h’= h’oh.
On dit que, pour tout point O, la composition des homothéties de centre O est commutative.

smmmmm  Composée de deux homothéties de centres distincts

Soit hg 4, et h’{o’, ) deux homothéties de centres distincts O et O’.
o si K’k#1,alors b’ oh est une homothétie de rapport K’k ;
o si I’k =1, alors h’ o h est une translation.

Démonstration

Soit M et N deux points distincts.

On pose : h(M) =M,, h(N) =N, h'(M,) = M, h'(N,) = N'. i o g N
D'aprés 1E>propriété imactéristique des homothéties, on a : M'N’ =k’ MyN; et M;N, =k MN.
Donc : M'N’ = k'k MN.

D'aprés les propriétés caractéristiques des homothéties et des translations, on a :

esi kke#1,alors b’ oh est une homothétie de rapport k'k ;

® si ‘)k’k =1, alors h’ o h est une translation.
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E emargue

La droite (O0O’) est globalement invariante par les homothéties h et h’ ; elle est donc globalement inva-
riante par la transformation h’ o h. Ainsi :

°si h'oh est une homothétie de centre Q, alors Q appartient a la droite (Q0’) ;
— >
esi h’o h est une translation de vecteur Z, alors u est colinéaire au vecteur OQ’.

Cette remarque ne suffit pas pour déterminer le centre de I'homothétie (ou le vecteur de la translation )
h'oh.

Construction du centre Q de 'homothétie h' o h (Ik = 1)

* Choisir un point M n'appartenant pas 4 la droite (00°) et construire le point M,
image de M par h, le point M’ image de M, par h’.

® M’ est I'image de M par I'’homothétie h’ o h, donc le centre Q de cette homothétie
appartient a (MM’).

De plus, Q € (OO’). Donc, Q est le point d'intersection des droites (OO’) et (MM).

Construction du vecteur u de la translationh’ o h (Kk = 1)

Pour déterminer le vecteur « de la translation h’ o h, il suffit de construire I'image
>
M’ d'un point M parh’oh;ona: u=MM.

R emargue

Généralement, la composition de deux homothéties de centres distincts n'est pas commutative,

Exemple

ABC est un triangle équilatéral, G son centre de gravité, A, B’ et C’ les milieux respectifs des cotés [BC],
[CA] et [AB].

Soit h 'homothétie de centre A et de rapport % h’ 'homothétie de centre B et de rapport %
Etudions les transformations h’ o h et h o h’.

*h’oh et hoh’ sont des homothéties de rapport
et dont les centres appartiennent a la droite (AB).

1
3

® Pour déterminer le centre de h’ o h, déterminons
I'image de A’ par h’ o h.

h(A) =G et h'(G) =G, tel que G’ est milieu de [BG] ;
les droites (AB) et (A’G’) sont sécantes en I, milieu de
[BC’] et centre de h’ o h.

o Pour déterminer le centre de h o h’, déterminons
I'image de Cpar hoh’

h’(C) = A" et h(A’) = G; les droites (AR) et (CG) sont
sécantes en C’, centre de h o h’.

® Les homothéties h’oh et h o h’ ont méme rapport et des centres distincts, donc:h’oh#h o h'.

Composée d’une homothétie et d’une translation

‘Propriété

Soit h une homothétie de rapport k différent de 1 et t une translation.

hot et toh sontdes homothéties de rapport k.
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Démonstration
Pour démontrer que les transformations hot et to h sont des homothéties de rapport k, il suffit d’établir
qu'elles en vérifient la propriété caractéristique.
Soit M et N deux points distincts, M, et N, leurs images respectives par t, M’ et N’ les images respectives
de M, et N, par h.

> >
On a: M;N, = MN, car t est une translation ;

ﬁi\l’ =il M:N1 , car h est une homothétie de rapport Ic.

Donc : M'N’ = & MN et hot estune homothétie de rapport k.
On démontre de méme que t o h est une homothétie de rapport k.

emargue

La droite (%) passant par le centre de I'homothétie h et dirigée par le vecteur de la translation t (si ce vec-
teur n'est pas nul), est globalement invariante par les transformations h et t. Par conséquent, les centres
des homothéties hot et to h appartiennent a ().

Cette remarque ne suffit pas pour déterminer les centres des homothéties ho tetto h.

€onstruction du centre de 'homothétie t o h
e Choisir un point M n'appartenant pas a la droite (@)
et construire le point M, image de M par h, le point M
image de M, par t.

e M’ est 'image de M par 'homothétie t o h, donc le
centre Q de cette homothétie appartient & (MM’).

De plus : Q e (@). Dong, Q est le point d'intersection
des droites (%) et (MM).

La construction du centre de I'homothétie h ot est analogue & la construction précédente.

__92.2. Homothéties et isométries
La composée d'une homothétie et d'une translation est une homothétie.

Nous allons étudier, & partir d'exemples, la composée d'une homothétie et d'une isométrie connue : rotation
ou symétrie orthogonale.

Exemples de composées d’homothéties et d'isométries

1. Composées d'une homothétie et d'une rotation
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, I le milieu de [BC], H le projeté orthogonal de I sur (AB)
et G le centre de gravité de ABC.

» Soit 1 la rotation de centre H et d'angle -, h Thomothétie A
de centre H et de rapport 3.

Les triangles THB et AHI sont semblables, de méme sens et
Al =1B,3.

On vérifie que l'image de THB par la transformation h o r est
AHL

L'image de IHB par la transformation r o h est également
AHL

e Soit 1’ la rotation de centre I et d'angle — %, h’ I'homo-
thétie de centre G et de rapport — 2.

Les triangles THB et AIC sont semblables, de méme sens et AC=21B.
Limage de THB par la transformation h’ o1’ est AIC.

hor roh, h'or sontdes composées d'une homothétie et d’un déplacement ; on dit que ce sont des
similitudes directes.
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2. Composée d'une homothétie et d'une syméirie orthogonale
On reprend la figure précédente. Soit K le milieu de [AC]
Soit h” Thomothétie de centre B et de rapport 2, s la symétrie orthogonale par rapport & (Al).
Les triangles IHB et BKC sont semblables, de sens contraires et BC = 2 IB.
On vérifie que 'image de IHB par la transformation s o h” est BKC.
i

s0 h” est la composée d'une homothétie et d'un antidéplacement ; on dit que c¢’est une similitude indirecte.

Similitudes

Nous allons procéder ici & une premiére étude de la composée d’'une homothétie et d'une isométrie.
Une étude plus approfondie de ces transformations sera faite en classe de terminale.

Définitions
¢ On appelle similitude toute transformation composée d'une homothétie et d'une isométrie.
e Si P'isométrie est un déplacement, on dit que la similitude est directe.

* Si 'isométrie est un antidéplacement, on dit que la similitude est indirecte.

‘ as particuliers

L'application identique est d la fois une homothétie et une isométrie. On en déduit que :
e Jes déplacements et les homothéties sont des similitudes directes ;
e Jes antidéplacements sont des similitudes indirectes.

Propriétée 1

Soit h une homothétie de rapport k et i une isométrie.

Les similitudes h oi et i o h multiplient les distances par |k|.
|lc| est appelé rapport des similitudes ho i et io h.

Démonstration

Les isométries conservent les distances et les homothéties de rapport k les multiplient par |k|.
Donc, une similitude, composée de ces deux transformations, multiplie les distances par |k|.

Proprietée 2

* Les similitudes directes conservent les angles orientés.
* Les similitudes indirectes transforment tout angle orienté en son opposé.

En effet, les homothéties et les déplacements conservent les angles orientés, et les antidéplacements
transforment les angles orientés en leurs opposés.

Propriété 3 -

Soit s une similitude directe, composée d’une homothétie et d’une rotation d’angle o.

—

= —
Pour tous points M et N distincts, d’images respectives M’ et N’, on a : (MN,M’'N’) = o

o est appelé angle de la similitude directe s.
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Démonstration

Soit h une homothétie et r une rotation d’angle o.
Nous allons faire la démonstration de la propriété dans lecas ot s=hor.
On pose : r(M) = M,, t(N) =N,, h(M,) =M, h(N,) =N

% ok e — —> e
Ona:(MN,MN,)=o et (MN,MN)=0.

== > > = > s
Donc : (MN, M'N’) =(MN, M;N,) + (M;N;, M'N’) = o
La propriété se démontre de fagon analogue dans le cas ot s=ro0h.

B emargue

Les similitudes étant des composées d’homothéties et d’isométries, elles vérifient les propriétés com-
munes @ ces deux transformations :

e Jes similitudes conservent 'alignement ;

e Jes similitudes conservent le milieu ;

o les similitudes conservent le parallélisme et I'orthogonalité ;

e Jes similitudes conservent le contact.

s Triangles semblables

En classe de troisiéme, nous avons appris a reconnaitre deux triangles semblables.
Nous allons maintenant en donner une définition, a I'aide des similitudes.

Définition
On dit que deux triangles ABC et A’B’C’ sont semblables s'il existe une similitude s telle que les

points A, B et C ont respectivement pour images A’, B’ et C’ par s. |

Les propriétés des similitudes vont nous permettre de déterminer deux conditions suffisantes pour que
deux triangles soient semblables. Ces conditions sont appelées criteres de similitude.

Propriété 1

Si deux triangles ont leurs cotés deux a deux proportionnels, alors ils sont semblables.

Démonstration ,

ABC et AB’C’ sont deux triangles tels que : A _AC _GB |
AR AB  AC CB

K-g—. Soit h une homothétie de rapport k,

A, B, et G, les images respectives de A, B et C par h.

On pose : k =

Ona:AB,=kAB et AB =k AB.

Donc: A;B, = A’B".

On démontre de méme que : A,C, = AC’ et B,C, =B'C. C

Dom?, les tri_a;nlgles A,B.C, et AB’C’ sont isométriques ; il existe A; /\

une isométrie i qui transforme A B,C, en AB’C’. \ By
AB'C’ est I'image de ABC par la similitude ioh. A B
Done, ABC et AB’C’ sont semblables.

100 Homothéties




Si deux triangles ont leurs angles deux 4 deux de méme mesure, alors ils sont semblables.

Démonstration

ABC et A’B’C’ sont deux triangles tels que : mes A=mes A, mes B=mes B’ et mes C=mes C.
On adonc:sin A =sin A’, sin B=sin B’ et sin C=sin C'.

On sait que : —%~ = _b =—£ ,olt a=BC, b=CA, ¢c=AB;
sinA sinB sin C
G B E ol = B, PR, e B
sin A’ sin B’ sin
b c
(@] =,
n en déduit que : = g B S

Donc, d’aprés la propnete 1, ABC et AB’C’ sont semblables.

—-2.3. Travaux dirigés

L'objet de ce travail dirigé est de démontrer le théoréme de Ménélaiis.
Trois points M, N, P, appartenant respectivement aux cotés (AB), (BC), (AC) d'un triangle ABC et distincts
des sommets de ce triangle, sont alignés si et seulement si : MB . NC , PA _4
MA NB PG
SN M, N, P sont trois points appartenant respectivement aux cétés (AB), (BC), (AC) d'un triangle
ABC dlstmcts des points A, B, C.
Soit h '’homothétie de centre M et de rapport k tel que : & = —]\Ag

Soit b’ I’homothétie de centre N et de rapport &’ tel que : k' = %_g;

1°) Déterminer I’image de A par la transformation h’ 0 h.

2°) On suppose que les points M, N et P sont alignés.

a) Démontrer que h’ o h est une homothétie et calculer son rapport.

b) Démontrer que P est le centre de 'homothétie b’ o h et en déduire que :
MB, NC, PA _,

MA NB PC MB N C PA

3°) Réciproquement, on suppose que : — R
EERR R % MA NB PC
Démontrer que les points M, N et P sont alignés.

Solution guidée

1°) Vérifier que : h’ o h(A) =

2°) a) » Calculer k'k.

e Démontrer que : si k' = 1, alors (MN) et (AC) sont paralleles.
e Conclure.

b) e Justifier que le centre de ’homothétie h’ o h appartient aux
droites (MN) et (AC) et est donc le point P.

e Vérifier que: ke = P—_C- :
PA

en déduire que : M NC I_)é = 1.
MA NB _PC

3°) e Démontrer que : k't = =.

¢ En déduire que h’oh est I'homothétie de centre P et de rapport k'k.
¢ Démontrer que P appartient a la droite (MN).
s Conclure.
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2.b

2.

2d

E xercices?:

ABC est un triangle.

Soit h et h’ les homothéties de centres respec-
tifs B et G, de rapports respectifs 2 et — %

1. Démontrer que h’ o h est une homothétie et
préciser son rapport.

2. Construire I'image de A par b’ o h et en déduire
une détermination du centre de cette homothétie.

ABC est un triangle.

Soit h et b’ les homothéties de centres respectifs
B et C, de rapports respectifs -32— et %

1. Démontrer que h’ o h est une translation.

2. Construire I'image de A par h’ o h et en
déduire une détermination du vecteur de cette
translation.

—>
Exprimer ce vecteur en fonction de BC.

ABC est un triangle.

Soit h ’homothétie de centre B et de rapport %
et t la translation de vecteur -2-BC.

1. Justifier que toh est une homothétie et pré-
ciser son rapport.

2. Construire I'image de A par toh et en déduire
une détermination du centre de cette homothétie,

Soit h I’homothétie de centre O et de rapport — 2,
h’ I'homothétie de centre O’ et de rapport %

1. Démontrer que _11 oh est la symétrie de
centre I tel que: Ol = % 00

2. Déterminer la transformation h o h’.
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O et O’ sont deux points distincts du plan, k est
un nombre réel non nul et différent de 1.

Soit h I'homothétie de centre O et de rapport k,
h’ 'homothétie de centre O’ et de rapport 71c_
1. Démontrer que h’ o h est la translation de
vecteur k;cl()é’.

2. Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristiques de la transformation h o h’.

Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Soit h et b’ les homothéties dont les expres-
sions analytiques sont respectivement :

a0 x’:%x—4
et 3
y=-2y ¥=5y

1. Démontrer que les transformations h’ o h et
h o b’ sont des homothéties et déterminer leurs
expressions analytiques dans le repére (O, I, 7).
2. Déterminer les coordonnées des centres de
ces homothéties.

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, ).

Soit h I'homothétie de centre Q(_lz) et de rap-
port — 3, t la translation de vecteur u ( é) etcla
symétrie orthogonale d'axe (OI).

1. Déterminer les expressions analytiques des
homothéties toh et hot.

2. Déterminer les expressions analytiques des
similitudes coh et hoo.




_ Exercices

Licux géométriques

R 1 ABCD est un quadrilatére et O un point du plan.
A tout point P de ABCD on associe le point Q, milieu
de [OP].

Déterminer le lieu géométrique des points QQ lorsque P
décrit ABCD.

2 Soit (€) un cercle et A, B deux points distincts de (€).
Déterminer le lieu géométrique du centre de gravité G
du triangle ABM, lorsque M décrit le cercle (€) privé
des points A et B.

3 Soit ABCD un carré, M un point de [AC, P et Q
les projetés orthogonaux respectifs de M sur les cotés
[AB] et [BC].

Déterminer le lieu géométrique du point I, milieu de
[PQI, lorsque M décrit [AC].

& ABC est un triangle et M un point de [BC]. Soit
G et G’ les centres de gravité respectifs des triangles
ABM et ACM.
1. Déterminer les lieux géométriques respectifs (I') et
('), des point G et G’ lorsque M décrit le segment [BC].
2. Préciser la position du point commun & (T) et (I'*).

5 On considére un cercle (%), de centre O et de
rayon r, et un point A distinct de O.
Soit M un point du cercle (%) et G le centre de gravité
du triangle AOM.
Déterminer le lieu géométrique du point G lorsque M
décrit le cercle (€).

Probiémes de construction

& Soit deux cercles (€), (€’) de centres respectifs
0, O’ (0 # Q') et de rayons respectifs r, ©* (r>71).
1. Démontrer qu'il existe deux homothéties h et I’
transformant (%) en (¢’) et déterminer les rapports res-
pectifs de h et h'.
2. Construire les centres de ces homothéties dans cha-
cun des cas suivants :
a) (6) et (€’) sont extérieurs 'un a I'autre ;
b) (6) et (¢6) sont tangents extérieurement ;
c) (€) et (6’) sont sécants ;
d) (%) et (4’) sont tangents intérieurement ;
e) (%) est intérieur a (€).

7 Soit (€) et (¥°) deux cercles de centres et de
rayons distincts, A un point du plan.
Construire le point A’, image de A par une homothétie
transformant (€) en (€').

o

8 Soit (A) et (A") deux droites sécantes en un point
I, A un point n'appartenant & aucune de ces droites.
Construire deux points M et N appartenant respective-
>

> >
ment a (A) et (A'), tels que : AM + 2AN = 0.

9 Soit () et (€) deux cercles sécants, A un de
leurs points d'intersection.
Construire une droite (A) passant par A, coupant les
cercles (%) et (¥’) respectivement aux points M et N

telsque:AK/I:—ZAﬁ.

10 (A}, (A,) et (A;) sont trois droites sécantes
deux & deux. Construire un carré ABCD tel que :
Ae(A),Be(A).Ce(py) et De (Ay).

11 Soit () un demi-cercle de centre O et de dia-
métre [AB]. Construire un carré PQRS tel que :
Pe [AB], Qe [AB],Re (€) et Se (€).

12 Soit (A) et (A') deux droites strictement paral-
lzles, A un point situé entre les droites (A) et (A).
Construire un triangle AMM’ rectangle et isocéle en M,
de sens direct, tel que les points M et M’ soient situés
respectivement sur (A) et (A").

[Démonstrations de propriétés

13 Soit (€) et (¥’) deux cercles de rayons dis-
tincts, [AB] un diameétre de (6).
On désigne par h et b’ les homothéties qui transforment
(%6) en ().
Démontrer que : h(A) = h’(B) et h’(A) = h(B).

14 ABC et A'B’C’ sont deux triangles non isomé-
triques tels que :
(AB) // (A’B?), (BC)// (B'C) et (AC) // (AC).
1. Démontrer qu’il existe une homothétie qui transfor-
me ABCen AB'C'.
2. En déduire que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont
concourantes.

15 ABC est un triangle, L, J et K sont les milieux
respectifs des catés [BC], [CA] et [AB].
Soit P le point d’intersection de la droite paralléle a (B])
passant par K et de la droite paralléle a (CK) passant par J.
Démontrer que les points A, P et I sont alignés.

16 ABCD est un quadrilatére convexe. Soit E un
point de [AB] et F un point de [AD] tels que :%EB- = %
La droite (A), paralléle & (BC) passant par E, et la droite
(A’), paralléle & (CD) passant par F, se coupent en un
point O.

Démontrer que les points A, O et C sont alignés.

417 On considére les cercles (€), de centre O et de
rayon r, et (€), de centre O’ et de rayon r’, tangents en
un point T. Soit I un point intérieur au cercle (€).

Homothéties 103

S s e e e




A tout point M de (%) on associe les poinis :

e N, second point d'intersection de (IM) et de (6) ;

o M, second point d'intersection de (TM) et de (€7 :

e N, second point d'intersection de (TN) et de (€).
Démontrer que, lorsque le point M décrit (6), toutes les
droites (M’N’) passent par un point fixe.

18 Soit [AB] et [A'B’] deux segments tels que :
(AB) // (A’B") et AB=AB".
Ollfﬂllftruit dgﬁ;__c_agés ABCD et AB’C’D’ tels que :
(AB, AC) = (AB, AC).
Démontrer que les droites (AA7, (BB, (CC") et (DD’)
sont concourantes.

19 Soit ABCD un parallélogramme de centre O et
E un point de la diagonale [BD], distinct de O.
La droite passant par E et paralléle & (AD) coupe (AB)
en F et (CD) en G. La droite passant par E et parallgle a
(AB) coupe (AD) en H et (BC) en L.
Démontrer que les droites (FH), (BD) et (IG) sont
concourantes.

Similitudes

20 Soit O un point du plan et u un vecteur.
On désigne par h ’homothétie de centre O et de rapport
2, part la translation de vecteur u.
1. a) Soit M’ I'image d’un point M par la transformation
h o t. Exprimer OM’ en fonction de OM et u. i
b) Soit Q le centre de ’homothétie h o t. Exprimer OQ
en fonction de w.
2. Mémes questions pour la transformation t 0 h.

@1 On considéere deux triangles équilatéranx
OAP et OBQ de sens direct et tels que B est le projeté
orthogonal de O sur (AP).

Déterminer une similitude s telle que les points O, A et
P ont pour images respectives par s les points O, B et Q.

@9 OAB est un triangle isocéle en O. Soit h I'ho-
mothétie de centre O et de tapport k, r la rotation de
centre O et d’angle o
Oun désigne par D et E les images respectives de AetB
par la transformation h o r, G le point tel que ABCD soit
un parallélogramme .

Quelle est la nature du triangle BCE 7

23 Le plan est muni du repére orthonormé O.L.
Sait h 'homothétie de centre O et de rapport -2,

s, la symétrie de centre A( 1

1. Fcrire les expressions analytiques de h et s,, puis
celle de la transformation s, 0 h.

2. Déterminer la nature ot les éléments caractéristiques
de la transformation s, 0 h.

APPROFONDISSEMENT

24 1e plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).
h est ’homothétie de centre Sl(_;) et de rapport —%, (6)
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est le cercle de centre A 3 et de rayon 2.

Déterminer une équation du cercle (4’), image du cercle
(€) par I’homothétie h.

25 La figure ci-dessous représente une feuille de
papier sur laquelle on a tracé deux droites (&) et (A) se
coupant en un point O extérieur a la feuille. A est un
point de la feuille de papier.

(%)

(4)

Tracer, sans sortir de la feuille, la portion de la droite
(0A) incluse dans la feuille.

26 Soit (A) une droite, (€) un cercle, A un point
de (6).
Construire un cercle () tangent 4 (€) en A et tangent a (A).

27 Soit () un cercle, (A) une droite et Tun point
de (A).
Construire un cercle tangent au cercle (€) et tangent a
la droite (A) en L.
Discuter le nombre de solutions suivant les positions
relatives de (€), (A) et L.

28 ABC est un triangle.
Construire un point P de [AB] et un point Q de [AC] tels
que : BP =PQ = QC.
(On pourra utiliser une homothétie de centre B ou C.)

@9 Soit (¥) un cercle de centre O et A un point
distinct de O.
A tout point M de (€) on associe les points P et Q,
milieux respectifs de [AM] et [OP].
1. Déterminer les lieux (I) et (I’) des points P et Q
lorsque M décrit le cercle (6).
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation qui a () associe {T"").

30 ABC est un triangle. Soit A, B’ et C’ les milieux
respectifs des cotés [BC], [CA] et [AB], G le centre de
gravité de ABC. On désigne par H P’orthocentre de ABC
et par O le centre du cercle circonscrit a ce triangle.

1. Trouver une homothétie qui transforme les droites
(0AY), (OB’) et (OC’) respectivement en (AH), (BH) et (CH).
2. En déduire que les points O, G et H appartiennent a
une méme droite (A).

(A) est appelée la droite d’Euler du triangle ABC.

31 ABC est un triangle, A’, B’ et C’ sont les milieux
respectifs des cotés [BCI, [CA] et [AB], P est un point du
plan distinct des points A, B et C.

On trace les droites (A;) passant par A’ et paralléle a
(AP), (A,) passant par B’ et parallele a (BP), (A,) passant
par C’ et parallele a (CP).

Démontrer que les droites (A;], (4,) et (A;) sont concou-
rantes.




32 Le quadrilatére complet
Sur la figure ci-dessous A, B, C, D, E et F sont les sommets
d'un quadrilatére complet.
(On appelle quadrilatére complet la figure composée de
quatre droites sécantes deux a deux et de leurs six
points d’intersection.)
: C

F

Soit I, J et K les milieux respectifs des diagonales [AF],
[BD] et [EC] de ce quadrilatére complet.

On se propose de démontrer que L, J et K sont alignés.
On désigne par h et b’ les homothéties de centre A et
telles que : h(B) =C et b’'(D) =E.

1. Soit I’ et J les points tels que EFCI’ et BFDJ” sont des
parallélogrammes.

a) Déterminer I'image de la droite (B]') par b’ o h, puis
I'image de la droite (DJ’) par hoh'.

b) En déduire que A, I et J’ sont alignés.

2. Démontrer que I, J et K sont les images respectives de
A, T et ]’ par une homothétie que I'on précisera.
Conclure.

33 Soit A, L et B trois points distincts alignés dans
cet ordre, (€) et (€’) les cercles de diamétres respectifs
[AI] et [IB], (A) une tangente commune extérieure a (€) et
(‘6"), M et N les points de contact respectifs de (A) avec (€)
et (€7, P le point d’intersection des droites (AM) et (BN).
1. Déterminer, suivant la position du point I sur le seg-
ment [AB], la transformation f qui au cercle () associe le
cercle (€) et laisse la droite (A) globalement invariante.
2. En utilisant la transformation f précédente, détermi-
ner la nature du quadrilatére PMIN.

3. Soit Q I'image de P par f et R 'antécédent de P par f.
Démontrer que les droites (RA) et (QB) sont tangentes
respectivement 4 (€) et (€°).

34 ABC est un triangle rectangle en A. Soit H le
pied de la hauteur issue de A, Tet] les projetés ortho-
gonaux de H respectivement sur (AB) et (AC).
Onpose: AC=b et AB=c.

1. Démontrer que les triangles ABC et AJI sont sem-
blables et calculer, en fonction de b et ¢, le rapport de
similitude -v]%

2. Déterminer une homothétie h de centre A et une
symétrie orthogonale s, dont 1'axe passe par A, telles que
l'image du triangle ABC par s o h soitle triangle AJL

35 Sur la figure ci-dessous, les cercles (€) et (€7)
ont pour centres respectifs O et O’, pour rayons respec-
tifs r et ¥ (r 27).

L

1. Démontrer que les triangles TAO et IA'OQ’ sont sem-
blables. Déterminer les éléments d'une similitude qui
transforme les points I, A, O respectivementen [, A’, O,
2. Soit h et h’ les deux homothéties qui transforment
(¢) en (¢"), h étant celle dont le rapport est positif, h-t
et h'~! leurs réciproques.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations h*?oh et b’ oh™.

3. Soit B le symétrique de A par rapport 4 (0O’) et B’ le
symétrique de A’ par rapport & O".

Démontrer que : B’ = h’(B).

36 ABCD et GCEF sont deux rectangles directs
tels que : GC =2 AB et CE =2 BC.

B A

F e

1. Démontrer que les triangles ABC et GCE, ainsi que
les triangles ABC et EFG, sont semblables.

En déduire qu’il existe deux similitudes directes s et s’
qui, au rectangle ABCD, associent le rectangle GCEF.
Préciser, pour chacune de ces similitudes, les images
respectives des points A, B, G, D, I'angle et le rapport.
{On notera s la similitude d'angle 12':—.)

2. Soit Q le projeté orthogonal de C sur (GD).

a) Démontrer que & est invariant par s.

b) En déduire qu'il existe une homothétie h et une rota-
tion 1, toutes deux de centre £, telles que :
s=hor=roh

Le point Q est appelé centre de la similitude s.

3. Déterminer de méme le centre & de la similitude s’,
puis une homothétie h’ et une rotation r’, toutes deux
de centre ', telles que : s’ =h’or’ =r' o h'..

37 Les rectangles d'or
On considére un rectangle ABCD tel que :
AB _ 1448 _
AD "2
1. A l'intérieur de ce rectangle on construit un carré
ADEF.

S G
F E
@
B ; H

Démontrer qu'il existe une similitude telle que les
points B, C, E, F ont pour images respectives A, B,GD
et donner le rapport de cette similitude.

2. On construit maintenant, & l'extérieur du rectangle
ABCD, un carré CDGH.

Démontrer qu'il existe une similitude telle que les
points A, B, C, D ont pour images respectives G, A, B,
H et ayant le méme rapport que précédemment.
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3. a) Démontrer que les droites (BE), (AC) et (GB) sont
concourantes en un point Q.

b] Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre
Q et I'angle d'une rotation r de centre €, telles que :

e (B, G, E, F) apour image (A,B,C,D) par roh,

e (A, B,C,D) apourimage (G, A, B, H) par roh.
Les rectangles EFBC, ABCD, BHGA sont appelés « rec-
tangles d'or ».

38 Les triangles d'or
Soit ABC un triangle isocele en A, tel que :
AB _ 1+5 _
- g oF
1. Soit D le point de [AB], tel que : AD = BC.
a) Démontrer que ABC et CDB sont semblables.
b) En déduire que le triangle ADC est isocéle en D et
calculer les mesures, en radian, des angles des triangles
ABC et ADC.

E

2. Soit E le point de la droite (BC), extérieur au segment
[BC], tel que : BE = BA.

Démontrer que les triangles ABC et ECA sont sem-
blables, ainsi que les triangles ADC et EBA.

Ces deux familles de triangles sont appelés des « tri-
angles d'or ».

3. Soit I, ] et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AEL
a) Démontrer que les droites (DI), (B]) et (CK) sont
concourantes en un point €.

b) Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre
Q et I'angle d'une rotation r de centre Q, telles que :

e (C,D,B) apourimage (A, B,C) par ro his

e (A, B, C) a pour image (E, G, A) par roh.

¢) Quelle est 'image de (A, D, C) par roh?

39 Le nombre \'2 AD
ABCD est un rectangle tel que AB < AD. On pose : 7 = Ie.

Soit I et J les milieux respectifs de [AD] et [BC].
A | D

\/
%

1
'
]
'
'
)
1
'
t
'
]
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1. Démontrer que les droites (A]) et (IC) sont perpendi-
culaires 2 la diagonale (BD) si et seulement si il existe
une similitude, de rapport k, transformant ABJ en DAB.
Calculer k.

2. Démontrer que le rectangle ABCD est I'image du rec-

tangle BJIA par la similitude précédente.
Calculer le rapport des aires de ces rectangles.

40 La spirale logarithmique -
Le plan est muni du repére orthonormé 0,i,j).
A, est le point de coordonnées (1;0) ;
r est la Totation de centre O et d’angle Ié_ ;

h est Phomothétie de centre O et de rapport —2?
On considére la similitude s telle que :s =7 (; h

1. Construire le point A, = s(A,) et démontrer que le tri-
angle QA A, est rectangle en Ay,

2. Construire les points A,, A, ..., A, définis par :
A,=8(Ay), Ay = s(A,), e s Az = s(A,,).

3. Pour tout entier naturel n, on pose :

u,=0A, et v, = [0—}:0, OKH}

a) Démontrer que (u,), . y est une suite géomeétrique
de raison —2— et que (v,), .  est une suite arithmé-

* -\
tique de raison £,

6 ——

b) Calculer OA,, et [(ﬁn, ORR] en fonction de n.

¢] On note s* la transformation qui, au point A, asso-
cie le point A,

Déterminer les valeurs de n pour que s™ soit une homo-
thétie ; préciser le rapport de cette homothétie en fonc-
tion de n.

La ligne brisée A,A A,....A,... est voisine d’'une courbe
appelée spirale logarithmique.




O rthogonalité
dans l'espace

Infroduction

En classe de seconde, nous avons étudié le parallélisme et les pro-
priétés d'incidence dans ['espace. L'objectif de ce chapitre est de mettre
en évidence, en utilisant comme support visuel les solides connus
(cubes, pavés droits, fétraedre, ...) ou l'environnement habituel
(immeubles, salles de classes, ...), la nofion d'orthogondlité de droites
ou de plans, puis de I'vtiliser dans la résolution de problémes.

Une vue d'Abidjan (Cote d'Ivoire).
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% désigne I'espace. Rappelons ici un axiome de géométrie dans I’espace (noté (A;) dans le manuel de
seconde) que nous utiliserons trés souvent :
« les théorémes de géométrie plane sont vrais dans tout plan de I'espace ».

. Droites orthogonales

wmmmmsm Introduction

Soit ABCDEFGH un cube. |
\

Considérons les droites (AE) et (FG). Les paralltles & ces droites ¢ |

passant par un méme sommet du cube sont perpendiculaires ; par H, = G

exemple, les droites (BF) et (BC), sont perpendiculaires. M b |

De méme, les droites (CG) et (CB), (HD) et (HE), (DH) et (DA) sont / ; Y

perpendiculaires. B F

On admetira que les paralléles aux droites (AE) et (FG) passant par '

un méme point M de € sont également perpendiculaires : les Digmeme-- --24C

droites (MN) et (MP) sont perpendiculaires. # Ty et i

On dit que les droites (AE) et (FG) sont orthogonales. N ™

De méme, les droites (EH) et (AB), (AC) et (HF), (BG) et (ED) sont A B

orthogonales.

Définition '
Deux droites de € sont orthogonales lorsque, un point de ¢ étant choisi, @/

les paralléles a ces droites passant par ce point sont perpendiculaires. SA (9"

« (@) est orthogonale a (%) » se note : (%) L (D).

Eemargue

Deux droites de é sont perpendiculaires lorsqu'elles sont orthogonales et sécantes.

mmmmmmm Propriétés |

On déduit directement de la définition les propriétés suivantes.

- Propriétés

s Si deux droites sont orthogonales, toute droite » Si deux droites sont paralléles, toute droite
paralléle 4 l'une est orthogonale a I'autre. orthogonale  l'une est orthogonale a l'autre.
(@) L (@) (@) /1 (@)
= (A) L (@). { A) L (@),
{[A]//[QD] 4L 18 (a) L (@) ) el
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Exemples

Soit ABCDEFGH un cube, I et ] les milieux respectifs des segments [AF]
et [CF]. Dans le triangle équilatéral AFC, (CI) est une médiane et (IJ) une
droite des milieux.

(CD L (AF)
{ (AF) // (DG) (CI) L (DG).

(I // (AC) ‘
{(AC) 1 (BD) = ([J) L(BD).

Eemargue

Deux droites peuvent étre orthogonales & une méme troisiéme sans étre paralléles.
Dans I'exemple ci-dessus, (AB) et (FG) sont toutes deux orthogonales a (DH), mais elles ne sont pas
paralléles.

—1.2. Droite et plan orthogonaux

mnmmmm Infroduction

Soit ABCDEFGH un cube.

® La droite (EA) est perpendiculaire aux droites sécantes (AD) H G
et (AB) du plan (ABC) ; on dit que la droite (EA) et le plan .

(ABC) sont orthogonaux. :

La droite (EA) est aussi orthogonale aux droites (AC), (BD), E i F
(CD) et (BC) du plan (ABC). On démontrera plus loin que (EA)
est orthogonale a toutes les droites du plan (ABC).

® De méme, la droite (AC) est orthogonale aux droites sécantes
(BD) et (DH), donc au plan (BDH).

® Par contre, la droite (AC) est orthogonale aux droites paralléles
(CG) et (BF) du plan (BCG), mais elle n’est pas orthogonale 4 la
droite (BC) de ce méme plan ; la droite (AC) n’est pas orthogo-
nale au plan (BCG).

mmmmmmm Définition et propriétés

(D)

Une droite (&) et un plan () sont orthogonaux lorsque la droite (%)

est orthogonale a deux droites sécantes du plan ().

On note : (@) L () ou (P) L (@).

Bemargues

* On dit également que (%) est orthogonale a (P) ou que (P) est orthogonal a (%)

¢ Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est sécante a ce plan en un point ; elle est dite ortho-
gonale au plan en ce point.

* Une droite peut étre orthogonale d deux droites paralléles d'un plan sans étre orthogonale a ce plan.
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Propriétés T 7 :
» Etant donné un point A et un plan (©P), il existe « fitant donné un point A et une droite (@p), il existe

une unique droite passant par A et orthogonale un unique plan passant par A et orthogonal
a (). a (@).

| A @)

/P

Ces propriétés sont admises.

Propriété tondamentale

Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toute droite de ce plan.

D émonstration

Soit (%) une droite orthogonale & un plan (%) en un point 0. (@) (D] 5
est donc orthogonale a deux droites sécantes (A) et (A,) de (9). \
On suppose que ces droites passent par O ; en effet, si elles sont
sécantes en un point autre que O, les paralleles a ces droites
passant par O sont également orthogonales & (%).

Pour démontrer que (%) est orthogonale & toute droite de (@), il i
suffit de démontrer que (@) est perpendiculaire & toute droite v :
(A) de () passant par O. l
(%) est perpendiculaire aux droites (A,) et (4,).

Soit (A) une droite de (?) passant par O, distincte de (A,) et (A,), et M un point de (A) distinct de O.

On désigne par A un point de (&) distinct de O, par B et C les points respectifs de (4,) et (A,) tels que
OBMC soit un parallélogramme. On désigne par I le centre de ce parallélogramme.

On applique le théoréme de la médiane au triangle ABC: AB? + AC2=2 A% + % BG?2 (1)
Les triangles OAB et OAC sont rectangles, donc : AB? = 0OA2 + OB? et AC? = OA% + OC%.

Dou: (1) = (OAZ + OB?) + (OA2 + OC?) =2 AI*+ .12_ BC2

&  20A?+(0B?+0C?) =2 AP + & BCZ
On applique le théoréme de la médiane au triangle OBC : OB? + OC? = 2 O* + % ;52
Ona: (1) o 20A2+(2012+%BGZJ=2AIZ+_§-B(:2

— 0A? + 012 = AI%
Dongc, le triangle OAM est rectangle en O et la droite (@) est perpendiculaire a (A).

Pour démontrer que deux droites sont orthogonales, il suffit de démontrer que I'une d’elles est
orthogonale & un plan contenant l'autre.

Exemple

ABCD est un tétraddre régulier’. On se propose de démontrer que les
droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

On désigne par I le milieu de [CD] : les droites (Al) et (BI) sont per-
pendiculaires & (CD).

La droite (CD) est orthogonale au plan (ABI), donc & toutes les droites
de ce plan, en particulier & la droite (AB).

1, Un tétraédre est régulier lorsque ses faces sont des triangles équilatéraux.
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mummes  Autres propriétés

Nous étudierons ici quelques propriétés de 1’orthogonalité d'une droite et d'un plan. Il en existe d’autres
qui se déduisent de celles-ci et seront rencontrées en exercices.

* Si deux droites (%) et (2’) sont paralléles, tout
plan (?) orthogonal a (%) est orthogonal a (%7).

@) /1 (@
{E@;L[@}) = @)@
@
@)

Démonstration
(%) est orthogonale & (?), donc orthogonale & deux
droites sécantes (A) et (A") de (P).

(20°) est parallele a (9), donc orthogonale a (A) et a
(A7)
(%°) est donc orthogonale a ().

Proprietés 2

* Si deux plans (P) et (#’) sont paralléles, toute
droite (&) orthogonale a (?) est orthogonale a (%).

{(9’] (&)

@) L (@) = (9) .L(@).

(@)

)\ ,
@'
5\ /§<(AIQ)

Démonstration
(%) est orthogonale & (), donc orthogonale a deux
droites sécantes (A,) et (A,) de (P).

(%) est parallele & (%), donc contient deux droites
(A’)) et (A’,) respectivement parallgles a (A)) et (A,).
(@) est orthogonale a (A’;) et a (A’,), donc a (P°).

* Si deux droites (2) et (%) sont orthogonales a
un méme plan (P), alors elles sont paralleles.

(@) L (&) ’
{(@’]l(@] = (@) (D)
(u">ifﬂ ; i(gn')
I
Démonstration

Soit A un point de (%) et (9”) la droite passant par
A et parallele a (@7).

D'apres les propriétés 1, (%) est orthogonale a ().
Or, il existe une seule droite passant par A et ortho-
gonale a (P).

Dong, (%) et (") sont confondues et (%) est paral-
lele a (9).

* Si deux plans (P) et (?’) sont orthogonaux a
une méme droite (%), alors ils sont paralléles.

(@) L (@) ,
{(Eﬁ) Ly = B
(@)
B
S
@ el -i __________ rd
(a E
|
Démonstration

Soit A un point de () et (P”') le plan passant par A
et parallele a (97).

D'aprés les propriéiés 1, (#”) est orthogonal a (%).
Or, il existe un seul plan passant par A et orthogo-
nal a (9).

Donc, (%) et (?”) sont confondus et (%) est parallele
a@®).
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Pour démontrer que deux droites sont Pour démontrer que deux plans sont paralleles,
paralleles, il suffit de démontrer qu'elles il suffit de démontrer qu'ils sant orthogonaux a

sont orthogonales & un méme plan. une méme droite.

La propriété suivante est admise.

Propriété 3
Soit (&) une droite orthogonale a un plan ().
Toute droite (3°) orthogonale i (%) est parallele a (%).

{(E'ﬂ} 1)

i (@) 1/ (@)

HHEE Distance d‘un point & un plan, & une droite -
Soit () un plan et A un point de €. Soit (%) une droite et A un point de €.
1l existe une droite unique (A,) passant par A et | Il existe un plan unique (II,) passant par A et
orthogonale a (). Cette droite coupe le plan () en | orthogonal & (%). Ce plan coupe la droite (%) en un
un point H, appelé projeté orthogonal de A sur (?). | point H, appelé projeté orthogonal de A sur (%).
(Ap) (%)
A J A |
MAEJ.H %AH /
P TTa ,
Pour tout point M de (#), on a: AH < AM. Pour tout point M de (%), ona: AH < AM. !
H est donc le point de (%) le plus proche de A. H est dong le point de (@) le plus proche de A.
AH est la distance du point A au plan (). AH est la distance du point A a la droite (%b).

_1.3. Travaux dirigés

1. Projection orthogonale d'un angle droit

Soit () un plan, A, B, C trois points de € tels que 1'angle BAC soit droit. On désigne par A", B’, C’ les
projetés orthogonaux respectifs des points A, B, C sur ().

On suppose que les droites (AB) et (AC) ne sont pas orthogonales a (?).

Démontrer que B’A’C’ est un angle droit si et seulement si 'une des droites (AB) ou (AC) est paralléle a ().

Solution

Soit (A,) la droite orthogonale au plan () et passant par le point A. On désigne par (I1,) et (I1L,) les plans
contenant la droite (A,) et, respectivement, les points B et C.
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* Supposons que la droite (AB) est parallele a (P).

(AB) est orthogonale aux droites sécantes (AC) et (A,), (AQ)
donc au plan (IT,) qui les contient.

(AB) est parallgle a (%) et a (I1,), donc & la droite (A’B’),
intersection de ces deux plans.

(A'B’) est donc orthogonale EB}__‘}__)“].QII (IL,), donc perpen-

diculaire & (A’C’), et I’'angle B’A’C’ est droit.

On démontre de maniére analogue que, si (AC) est paral-

Izle a (P), 'angle B_’j‘ﬁ-?’ est droit. o) A
» Réciproquement, supposons ’angle B’A’C’ droit.

Si les droites (AB) et (A’'B’) sont paralleles, la propriété
est démontrée. Supposons qu'elles sont sécantes.

(A'CY) est orthogonale aux droites sécantes (A'B’) et (A,), donc au plan (IT,).

On démontre de méme que (A'B’) est orthogonale au plan (T1,), donc & la droite (AC).

(AC) est orthogonale aux droites sécantes (AB) et (A’B’), donc au plan (IT,).

(A’C’) est également orthogonale & ce plan, donc paralléle a (AC). La propriété est encore démontrée.

———

Donc, B’A'C’ est un angle droit si et seulement si I'une des droites (AB) ou (AC) est parallgle & ().

mmmmmm 2. Plan médiateur — Sphére circonscrite @ un tétraédre

1°) Soit A et B deux points distincts de €. Démontrer que I'ensemble des points équidistants des points
A et B est le plan orthogonal a la droite (AB) passant par le milieu du segment [AB].

Ce plan est appelé plan médiateur du segment [AB].

2°) Soit A, B, et C trois points non alignés, O le centre du cercle (€) circonscrit au triangle ABC.
Démontrer que I'ensemble des points équidistants des points A, B et C est la droite passant par O et
orthogonale au plan (ABC).

Cette droite est appelée axe du cercle (6).

3°) Soit ABCD un tétraédre. Démontrer que le plan médiateur de [AD] et l'axe du cercle circonscrit au
triangle ABC sont sécants.

En déduire qu'il existe un seul point de I'espace équidistant des points A, B, C et D.

Ce point est le centre de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD.

Solution

1°) On désigne par I le milieu de [AB], par (?) le plan orthogonal
a (AB) passant par [ et par (€,) 'ensemble des points équidistants
de A et B.

I appartient a (¢,). Soit M un point de l'espace, distinct de L
Ona:Me (¢)) < MA = MB

e (MI) L (AB)

& Me (D).
2°) On désigne par (P,) (respectivement (@,)) le plan médiateur
du segment [AB] (respectivement [AC]) et par (€,) l'ensemble
des points équidistants de A, B et C.

Ona:Me (§,) < MA = MB = MC
& Me (@)etMe (Py).

Or, (?,) et (#,) ne sont pas paralleles, sinon (AB) et (AC)
seraient confondues. (%,) est donc la droite d'intersection de
(@,) et (#,). Cette droite passe par O car OA = OB = OC.
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De plus: (§,) < (P,) = (€,) L (AB) et (,)c (,) = (¢,) L(AC).
Donc (€,) est orthogonale au plan (ABC).

3°) On désigne par (I1) le plan médiateur de [AD] et par (%) I'axe
du cercle circonscrit au triangle ABC.

Si (IT) et (%) étaient paralléles, (%) serait orthogonale & (AD) ; (AD)
serait contenue dans le plan (ABC), ce qui serait en contradiction
avec le fait que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

(IT) et (%) sont donc sécants.
Pour tout point M de l'espace, on a :
MA =MB =MC=MD o Me (%) et Me (II).

Le seul point de l'espace équidistant des points A, B, C et D est

donc Q, point d'intersection de (IT) et ().

La sphére de centre € et de rayon QA passe par A, B, CetD.
On l'appelle sphere circonscrite au tétraédre ABCD.

L]

1.0 Soit ABGDEFGH un cube, I et ] les milieux res- 1.e  Soit (?) un plan, A un point de ce plan, (&) la
pectifs de [EF] et [BF]. Démontrer que : droite orthogonale a (%) en A et (A) une droite
a) (ED) L (BG) c) (IN) L (DG) ; de () ne passant pas par A. On désigne par A’
b) (JG) L (DC) : d) (ID) 1L (AH). le projeté orthogonal de A sur la droite (A).
Démontrer que pour tout point M de (%), on a :
1b  Soit ABCDEFGH un pavé droit. (MA) L (4).
a) Nommer les droites contenant une aréte de
ce cube et orthogonales a la droite (AE). 1 Ir' Soit ABCDEFGH un cube, dont la mesure
b) Nommer les plans contenant deux arétes de d'une aréte est a. Calculer, en fonction de a :
ce cube et orthogonaux & la droite (AE). a) la distance de G au plan (ABC) ;
c) Nommer deux droites orthogonales a (AE) et b) la distance de A au plan (DBF) ;
non coplanaires. ¢] la distance AG.
1.c  Soit ABCDEFGH un cube. On désigne parl, J et 1 .9 Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par, J et
K les milieux respectifs des segments [BF], K les milieux respectifs des segments [AE],
[FG] et [AE]. [CG] et [BCI.
Démontrer que : 1. Démontrer que le plan (DBF) est le plan
a) la droite (IK) est orthogonale au plan (ADE) ; médiateur du segment [IJ].
b) la droite (BE) est orthogonale au plan (ADG) ; 2. Démontrer que I, J et K appartiennent au
¢) la droite (DE) est orthogonale au plan (IJK) ; plan médiateur du segment [DF].
d) les droites (AC) et (BF) sont orthogonales ; 3. Quel est le plan médiateur du segment [DG] ?
e) les droites (IK) et (CF) sont orthogonales ;
f) les droites (Ij) et (ED) sont orthogonales. 1.h  Soit ABCD un tétraddre régulier, I et J les

1.d  Soit ABC un triangle rectangle en A et (@) la
droite orthogonale en A au plan (ABC).
Démontrer que pour tout point M de (&), dis-
tinct de A, ona:
a) (MA) L (BC)
¢) (AC) L (MB).

b) (AB) L (MC) ;
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milieux respectifs de [AB] et [CD].

1. Démontrer que le plan (ICD) est le plan
médiateur de [AB].

2. Démontrer que le plan (JAB) est le plan
médiateur de [CD].

3. En déduire que la droite (I]J) est perpendicu-
laire aux droites (AB) et (CD).



2.1. Définition

¢ Pour vérifier qu'un mur est « droit », le magon utilise un fil & plomb.
Si ce fil, placé contre le mur, est paralléle a celui-ci, le mur est vertical.
En géomeétrie, on peut modéliser cette situation de la fagon suivante :
~ le fil est représenté par une droite verticale, donc orthogonale au
plan horizontal qui représente le sol,

— le mur est représenté par un plan.

On dit que ce plan est perpendiculaire au plan du sol.

e Soit (P) et (P’) deux plans tels que (%) contienne une droite (&)
orthogonale 2 (%) en un point O.

On se propose de démontrer que le plan (?’) contient une droite
(%’) orthogonale au plan ().

— Justifier que () et (P’) sont sécants suivant une droite (A) pas- /@{ s

CHETE L s e S’ b e - St U S e i ; )
‘ Soit (%°) la droite de (%) perpendiculaire & (A) en O. :
| — Justifier que (%) est orthogonale a (). |

Cette étude justifie la définition suivante. M

Deux plans sont perpendiculaires lorsque I'un d'entre eux contient une droite orthogonale a I'autre.

« (P) est perpendiculaire a (?°) » se note : () L (P).

B emarque

Si deux plans sont perpendiculaires, ils sont sécants.

Exemples

Soit ABCDEFGH un cube.
¢ Le plan (ABE) contient la droite (AE), qui est orthogonale au plan
(ABC) ; les plans (ABE) et (ABC) sont donc perpendiculaires.

e Le plan (ABG) contient la droite (AB), qui est orthogonale au plan
(ADE) ; les plans (ABG) et (ADE) sont donc perpendiculaires.

® Les plans (ABG) et (ABE) ne sont pas perpendiculaires ; en effet, toute
droite orthogonale 4 (ABE) est parallzle & (AD), donc sécante a (ABG).

On déduit directement de la définition les propriétés suivantes.
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Conséequences

« Si une droite (%) est orthogonale a un plan (%), tout plan paralléle a (&) est perpendiculaire a (7).
» Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite orthogonale a I'un est paralléle a l'autre.

@) L (@) oW, @) L () ,
{ @) L (@) { e @) 1 @)

@@ ’

Remarque '

Si deux plans sont perpendiculaires, une droite paralléle ¢ I'un n’est pas nécessairement orthogonale a
I'autre (il suffit de considérer par exemple leur droite d'intersection).

. Propriétés

Propriété 1

Si deux plans sont perpendiculaires, tout plan paralléle a I'un est perpendiculaire a I'autre.

{ L) S @y |
(@) (1) ’ ‘
Démonstration
Soit (%) et (") deux plans perpendiculaires, (IT) un plan parallgle a (%). LT
(%) contient une droite (%) orthogonale a (&°). /< ot L ______
Le plan (I1), parallgle & (P}, est donc parallgle a (%). 11 -
D'aprés les conséquences du § 2.1., (IT) est perpendiculaire a (7). AN (D)
g)l
Remarqgues

e La propriété précédente peut également s’énoncer de la fagon suivante :
si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a I'autre.
e Deux plans perpendiculaires @ un méme plan ne sont pas forcément paralléles entre eux.

Pour démontrer que deux plans sont perpendiculaires, on peut utiliser un des procédés suivants :
¢ trouver une droite de I'un qui est arthogonale & l'autre ;

 trouver une droite parallgle a I'un et orthogonale a I'antre ;

e trouver un plan paralléle a I'un et perpendiculaire a l'autre.

Exemples

Soit ABCDEF un prisme droit dont la base est un triangle ABC.

E F
¢ La droite (AD) est perpendiculaire aux droites (AB) et (AC), donc ortho- V
gonale au plan (ABC). Le plan (ABD) contient (AD), donc est perpendicu-
laire au plan (ABC).

e La droite (AD) est parallgle a la droite (BE), donc au plan (BCE). De plus,
(AD) est orthogonale au plan (ABC). Par suite, les plans (BCE) et (ABC) sont

perpendiculaires. B C |
e Le plan (ABC) est paralléle au plan (DEF) et perpendiculaire au plan Ny '
(ABD). Donc les plans (DEF) et (ABD) sont perpendiculaires. A ;

|
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Un plan est perpendiculaire 4 deux plans sécants si et seulement si il est orthogonal a leur droite d'in-
tersection.

Démonstration

Soit () et (?’) deux plans sécants, (A) leur droite d'intersection.
e Soit (IT) un plan orthogonal a (A). (%) contient la droite (A)
orthogonale a (IT), donc il est perpendiculairea (1. || ______|
De méme, (%’) est perpendiculaire a (IT).

e Réciproquement, si (IT) est un plan perpendiculaire a (P) et

(%), alors toute droite orthogonale a (1) est parallele a (P) et a I
(27, donc & (A).

(A) est donc orthogonale a (T1).

(4)

.. Travaux dirigés

mEmmmm 1. Le tétraédre orthocentrique

Soit ABCD un tétraédre tel que les droites (AB) et (AC) sont respectivement orthogonales aux droites
(CD) et (BD). On désigne par H l'orthocentre du triangle BCD.
1°) Démontrer que les plans (ABH) et (ACH) sont perpendiculaires au plan (BCD).
i 2°) En déduire que la droite (AD) est orthogonale & la droite (BC).
Un tel tétraédre, dont les arétes opposées sont deux a deux orthogonales, est dit orthocentrique.

Solution

1°) La droite (BH) est une hauteur du triangle BCD,
donc elle est perpendiculaire a la droite (CD).

(CD) est orthogonale aux droites sécantes (AB) et
(BH), donc au plan (ABH).

Le plan (BCD) contient la droite (CD), donc les plans
(BCD) et (ABH) sont perpendiculaires.

On démaontre par un raisonnement analogue que les
plans (BCD) et (ACH) sont perpendiculaires.

2°) Le plan (BCD) est perpendiculaire aux plans
sécants (ABH) et (ACH), donc orthogonal & leur
droite d'intersection (AH). Les droites (AH) et (BC)
sont donc orthogonales.

La droite (BC) est orthogonale aux droites sécantes
(AH) et (DH), donc au plan (ADH) qui contient la
droite (AD).

Les droites (BC) et (AD) sont donc orthogonales.
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ssmmmm 2. Perpendiculaire commune @ deux droites non coplanaires

Soit (%) et (%°) deux droites non coplanaires.

On se propose de déterminer toutes les droites perpendiculaires a (&) et (2°).

1°) Démontrer qu'il existe un unique plan (%) contenant (2) et paralléle a (27).

2°) @) Démontrer qu'il existe un unique plan (I7) contenant (%) et perpendiculaire a ().

b) Démontrer que (T1) et (&) sont sécants ; on désigne par A leur point d'intersection.

3°) Démontrer que la droite passant par A et orthogonale a (P) est perpendiculaire a (@) et & (D).
On désigne par B le point d'intersection de cette droite avec (27).

4°) Démontrer que la droite (AB) est l'unique perpendiculaire commune i (D) et a (97).

5°) Démontrer que, pour tout point M de (%) et tout point N de (%"), on a : MN = AB.

Solution guidée
1°) Existence

Soit M un point de (%) et (%,") 1a droite passant par M et parallele a (2°).
¢ Démontrer que (9) et (%,") déterminent un plan ().

e Vérifier que (P) satisfait les conditions de la question.

Unicite

Soit (2) un plan contenant (%) et paralléle a (@7

 Démontrer que (2) est parallele a (P).

e Conclure.

2°) a) Existence

Soit N un point de (') et (A) la droite passant par N et orthogonale & ().
e Démontrer que (%) et (A) déterminent un plan (1),

e Vérifier que (IT) est perpendiculaire & (&).

Unicité

e Vérifier que tout plan contenant la droite (%) et perpen-
diculaire au plan (%) est paralléle au plan (I0).

e Conclure.

b) Soit (%,") la droite d'intersection des plans (I1) et (%).

o Démontrer que (%) et (2,°) sont sécantes.

¢ Conclure.

3°) » Démontrer que la droite passant par A et orthogonale
au plan (%) est incluse dans (I1).

e Conclure.

4°)e Vérifier que toute droite perpendiculaire a (%) et ()
est incluse dans (I1).

¢ En déduire que toute droite perpendiculaire & (%) et (@M
passe par A.

e Conclure.

5°) Soit N’ le point d'intersection de (A) et de {P).
e Démontrer que : NN’ = AB.

e Vérifier que : MN = NN,

e Conclure.
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WE xercices B2 o o A 5 o A AR A

2.a

2b

2d

2e

Soit (P) et (#°) deux plans perpendiculaires et
(@) leur droite d'intersection.

Démontrer que toute droite de (?) perpendicu-
laire & (%) est orthogonale a (%°).

Soit ABCDEFGH un cube. Démontrer que les
plans suivants sont perpendiculaires :

a) (ABC) et (EAC) ;

b) (EAC) et (HDB) ;

c) (FCH) et (AGE).

Soit () un plan et (%) une droite non orthogo-
nale a (P).

Démontrer qu'il existe un plan unique contenant
(%) et perpendiculaire a (%).

Soit ABC un triangle rectangle en A et (%) la
droite orthogonale en B au plan (ABC).
Démontrer que, pour tout point M de (@) dis-
tinct de B, les plans (MAB) et (MAC) sont per-
pendiculaires.

Soit (#) un plan, A un point de ce plan, (%) la
droite orthogonale & (%) en A et (A) une droite
de (#) ne passant pas par A. On désigne par A’
le projeté orthogonal de A sur (A).

2f

| 2.9

2.h

Démontrer que, pour tout point M de (%), le
plan défini par M et (A) est perpendiculaire au
plan défini par A’ et (@).

Soit ABCD un tétraédre régulier. On désigne

par L et J les milieux respectifs de [AB] et [CD]. .
1. Démontrer que le plan (AB]) est perpendicu-

laire aux plans (ACD) et (BCD).

2. Déterminer les faces du tétraddre dont les

plans sont perpendiculaires au plan (CDI).

3. Démontrer que les plans (AB]) et (CDI) sont

perpendiculaires,

Soit (?) et (P’) deux plans distincts sécants
suivant une droite (A) et M un point de % n'ap-
partenant pas aux plans (?) et (°). On désigne
par H et H' les projetés orthogonaux de M res-
pectivement sur () et (P).

Démontrer que le plan (MHH') est perpendicu-
laire & (P) et a (2).

Soit ABCD un tétragdre tel que :

— ACD et BCD sont des triangles équilatéraux ;
— les faces ABC et ABD sont des triangles rec-
tangles isocéles de sommets respectifs C et D.
Démontrer que les plans (ABC) et (ABD) sont
perpendiculaires.
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APPRENTISSAGE Tl

Droites et plans orthogonaux

1 Soit (9,) et (@,) deux droites.
Démontrer que si les droites (9,) et (4,) sont orthogo-
nales alors il existe un plan contenant (%,) et orthogo-
nal a (%,).

2 Soit (@,) et (@,) deux droites d'un plan (P) et
(A) une droite orthogonale a (%,) et (%,). On suppose
que la droite (A) n'est pas orthogonale au plan (2).
Démontrer que les droites (%,) et (3,) sont parallgles.

3 Soit ABCD un tétraédre tel que le triangle BCD
soit rectangle en B et la droite (AC) orthogonale au plan
(BCD).

Démontrer que les triangles ABD et ACD sont des tri-
angles rectangles.

B Soit (%) une droite, A un point n'appartenant
pas a (%) et H le projeté orthogonal de A sur ().
On désigne par (P) le plan déterminé par (%) et A, par
H’ le projeté orthogonal, dans le plan (), de A sur (@).
Démontrer que H et H’ sont confondus.

5 Soit (@,) et (@,) deux droites d'un plan (%)
sécantes en un point O. On construit deux plans (P,) et
(%,) respectivement orthogonaux & (%,) et a (932}.

1. Démontrer que les plans (#,) et (?,) sont sécants.
2. Démontrer que leur droite d'intersection (A) est
orthogonale au plan (P).

6 Soit ABCDEFGH un D c
cube de centre OetL J, K, L % |
les milieux respectifs des :
arétes [BC], [CG], [EF], [AE]. A
1. Démontrer que la droite
(OI) est orthogonale aux s
droites (AD) et (KL). H ANST G (|
2.Démontrer que la droite ,',," %
(BG) est orthogonale au plan W %
(EFC). E F
3. En déduire que les droites (IJ) et (EC) sont orthogonales.
4, Construire le projeté orthogonal du point L sur le
plan (EFC).

5. Construire le projeté orthogonal du point L. sur la
droite (BG).

7 Soit (#) un plan, O un point de ¢, H le projeté
orthogonal de O sur (%) et (£) une sphére de centre O et
de rayon r. On désigne par d la distance du point O au
plan (2).

1. Démontrer qu'un point M de (?) appartient & () si et
seulement si : HM? =12 — d2

2. Déterminer l'intersection de (Z) et de (P) dans les
trois cas suivants :
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alr<d;br=d;clr>d
Si r = d, on dit que le plan est tangent & la sphére.

8 Soit () un plan, ABCD un tétraédre, I et ] les
milieux respectifs des segments [AC] et [BDI].
On désigne par A’, B, C’, D", I', ' les projetés orthogo-
naux respectifs des points A, B, C, D, I, ] sur le plan ().
1. Démontrer que ' est le milieu du segment [AC].
2. a) Etablir que les points A, B’, C’, D’ ne sont pas alignés.
b) Démontrer que le quadrilatére A’B’C'D’ est un paral-
lélogramme si et seulement si la droite (IJ) est orthogo-
nale au plan (%).

9 Soit OABCD une pyramide de sommet O, P, Q
et R des points tels que les droites (OP), (0OQ) et (OR)
soient respectivement orthogonales aux plans (AOC),
(BOD) et (POQ).

On désigne par I le point d'intersection des droites (AC)
et (BD). Démontrer que les points O, I et R sont alignés.

10 Soit ABCDEFGH D ¢
un cube, I le centre du carré
BCGF et J le milieu du seg-
ment [GH]. Ar=x
1. Démontrer que la droite
(FC) est orthogonale au plan ’
(ABG). e st -)G
En déduire que les droites p
(BH) et (FC) sont orthogo- 7
nales. E F
2. Démontrer que la droite (BH) est orthogonale au plan
(ACF). En déduire que les droites (BH) et (AI) sont per-
pendiculaires.

3. Démontrer que le triangle Al est rectangle en L.

11 Soit (#) un plan, (%) une droite de () et A, B
deux points distincts tels que la droite (AB) n'est pas
orthogonale 2 (#). On désigne par A’ et B’ les projetés
orthogonaux respectifs de A et B sur (#).

1. Démontrer que les points A’ et B’ sont distincts.
2. Démontrer que : (@) L (AB) < (@) L (A'B).

12 Soit ABCD un tétraddre tel que :
AC=BC et AD=BD.
1. Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont orthogo-
nales.

-




2. Soit I le milieu du segment [AB] et (9) la droite du
plan (ICD) passant par I et perpendiculaire a (CD).

Démontrer que la droite (2,) passant par A et orthogo-
nale au plan (BCD), la droite (%) passant par B et ortho-
gonale au plan (ACD), et la droite (%) sont concourantes.

_ 13 Spit ABCD un tétraédre tel que les angles BAD,
CAD et BAC sont droits.

1. Dans le plan (ACD), le point A se projette orthogona-
lement en I sur la droite (CD).

Démontrer que la droite (BI) est une hauteur de BCD.
2. Dans le plan (ABI), le point A se projette orthogona-
lement en H sur la droite (BI).

Démontrer que la droite (AH) est orthogonale au plan (BCD).

14 Soit ABCD un tétraédre et I, J, K, L, M, N les
milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD], [DAI],
[AC], [BDI.

On suppose que : AB =CD et AC=BD.

1. Démontrer que les quadrilatéres IJKL et MLN] sont
des losanges.

2. Démontrer que la droite (JL) est orthogonale au plan
(IKM).

3. Démontrer que la droite (JL) est orthogonale aux
droites (BC) et (AD).

Plans perpendiculaires

15 Soit (?) et (2) deux plans sécants.
Démontrer qu'il existe un plan et un seul, perpendicu-
laire a () et & (2), passant par un point A donné.

16 Soit (®), () deux plans sécants, (A) leur droi-
te d'intersection et (IT) un plan orthogonal a (A). On
désigne par (@) et (%’) les droites d'intersection de (IT)
avec (P) et (%’) respectivement.

Démontrer que (P) et (') sont perpendiculaires si et
seulement si (%) et (2’) sont orthogonales.

17 Soit (@) et (@) deux droites respectivement
orthogonales a deux plans () et (#").
Démontrer que (P’) et (PP) sont perpendiculaires si et seu-
lement si (@) et (9°) sont orthogonales.

18 Soit (P,) et (#,) deux plans sécants suivant une
droite (A). Pour tout point M de €, on désigne par H, et H,
les projetés orthogonaux respectifs de M sur (P,) et (P,).
Démontrer que, si M n'appartient ni a (?,) ni a (&,)
alors les points M, H, et H, ne sont pas alignés et le
plan (MH,H,) est perpendiculaire & (,) et (P,).

19 Soit ABCD un tétragdre régulier, I et | les
milieux respectifs des segments [AB] et [CD].
1. Démontrer que les plans (ICD) et (JAB) sont perpen-
diculaires.
2. Démonirer que le plan (ICD) est perpendiculaire aux
plans (ABC) et (ABD) et que le plan (JAB) est perpendi-
culaire aux plans (ACD) et (BCD).

20 Soit (@), (#,) deux plans sécants suivant une
droite (A) et (TT) un plan orthogonal a (A).
On désigne par (#) I'ensemble des points M de € situés
a égale distance de (?,) et de (2,).

1. Démontrer que l'intersection de (%) et de (T1) est un
ensemble (§), réunion de deux droites perpendicu-
laires.

2. Pour tout point M de €, on désigne par M’ le projeté
orthogonal de M sur (IT).

Démontrer que : M € (¥) & M’ € (§).

3. En déduire que (%) est la réunion de deux plans per-
pendiculaires, sécants suivant la droite (A).

APPROFONDISSEMENT :

21 Soit O un point, (?) un plan ne passant pas
par O et A un point de (). On désigne par (A) une droi-
te de (P) contenant A et par H le projeté orthogonal de
O sur (A).

Déterminer le lieu du point H quand (A) pivote autour
de A.

22 Soit O un point et (A) une droite ne passant pas
par O. On désigne par (?) un plan contenant (A) et par
H le projeté orthogonal de O sur (2).

Déterminer le lieu du point H quand (%) pivote autour
de (A).

23 Soit (?) un plan, A et B deux points distincts
de (%), (6) le cercle de diamétre [AB] inclus dans (?), C
un point de (€) distinct de A et B, (2) la droite ortho-
gonale & (?) en A, D un point de (&) distinct de A.

()

A

(6)

¥
'
'
[
L

1. Démontrer que les droites (BC) et (CD) sont perpen-
diculaires.

2. Démontrer que les plans (DAC) et (DBC) sont per-
pendiculaires.

3. a) Dans le plan (ADC), soit I le projeté orthogonal de
A sur la droite (DC).

Démontrer que la droite (Al) est orthogonale au plan
(BCD).

b) Dans le plan (ADB), soit ] le projeté orthogonal de A
sur la droite (DB).

Démontrer que le triangle AIJ est rectangle.

¢) Démontrer que les points B, C, I et ] sont cocycliques.

24 Soit (?) un plan, A, B deux points de () tels
que AB = 1, I le milieu du segment [AB], (%) la droite
de (P) passant par A et perpendiculaire a la droite (AB),
et (A) la droite orthogonale a () en B.

Pour tout point M de (&) et tout point N de (A), on
désigne par J le milieu du segment [MN].
1.On pose : AM =a et BN =b.

Calculer MN en fonction de a et b.

2. On désigne par K le milieu du segment [AN].
Démontrer que le triangle IK]J est rectangle en K.
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3. Calculer IJ en fonction de a et b.

4. On suppose que M varie sur (%) et N varie sur (A) de
manibre a ce que MN soit constant et égal & 2.
Déterminer le lieu du point J.

25 Soit (%) un plan, A, B, C trois points de € et
a, b, ¢ trois nombres réels.
On désigne par A, B’, C les projetés orthogonaux res-
pectifs de A, B, C sur (#),
1. On suppose : a + b # 0.
Démontrer que le projeté orthogonal sur (?) du bary-
centre des points pondérés (A, a), (B, b) est le bary-
centre des points pondérés (A, a), (B, b).
2. On suppose :a+ b + c# 0.
Démontrer que le projeté orthogonal sur (?) du bary-
centre des points pondérés (A, a), (B, b), (C, c) est le
barycentre des points pondérés (A, a), (B', b), (C', o).

26 Soit SABC un tétragdre tel que les triangles
SAB, SAC et SBC sont rectangles en S, H le projeté
orthogonal du point S sur le plan (ABC).

1. Démontrer que H est l'orthocentre du triangle ABC.
2. Démontrer que les angles du triangle ABC sont aigus
(on pourra utiliser le théoréme d'Al Kashi).

3. Dans le triangle ABC, A, B’ et C’ désignent respective-
ment les pieds des hauteurs issues des sommets A, B et C,
Quelle est la nature des triangles ASA’, BSB’ et CSC’ ?

4. Démontrer que : aire(BHC) = % % aire(BSQC).

5. Ecrire des égalités analogues relatives aux aires des tri-
angles AHB et ASB d'une part, AHC et ASC d'autre part.

5 Py | 1 1
6. Démontrer que : SIE = A% + 5 + sz
(On pourra exprimer le volume du tétraédre de deux
fagons différentes.)

27 Tétraddre orthocentrique
Soit ABCD un tétraédre. On désigne par A’, B’, €', I’ les
projetés orthogonaux respectifs des points A, B, C, D
sur les plans (BCD, (ACD), (ABD), (ABC).
On suppose que A’ est l'orthocentre du triangle BCD.
1. Démontrer que le plan (ABA’) est orthogonal 4 la
droite (DC). En déduire que les droites (AB) et (DC) sont
orthogonales.

2. Démontrer que les droites (AC) et (BD) sont orthogo-
nales, ainsi que les droites (AD) et (BC).

3. Démontrer que B’, C', D’ sont les orthocentres res-
pectifs des triangles ACD, ABD, ABC.

4. Démontrer que les droites (AA’), (BB’), (CC’) et (DD’)
sont concourantes en un point H.

H est appelé orthocentre du tétraédre. Seuls les téiragdres
orthocentriques ont un orthocentre.

28 Soit AOB un triangle rectangle isoctle en O et
I le milieu de [OBI.
On désigne par (@) la droite orthogonale en O au plan
(AOB), par (%) le plan déterminé par B et (2). A tout
point M de la droite (2), on associe la droite (A,) inclu-
se dans (%) et perpendiculaire en M & (TM).
1. Soit A’ et B’ les projetés orthogonaux respectifs de A
et B sur (Ay).
Démontrer que les droites (BBE’), (IM) et (OA’) sont
paralléles et que M est le milieu du segment [AB’].
2. Démontrer que : AA’ = BB'.

29 Soit (?) un plan, O un point n'appartenant pas
i (), H le projeté orthogonal de O sur (%) et A un point
de (?) distinct de H.
Soit (9,), (@,) deux droites distinctes de (P) passant par
A et ne passant pas par H. Les droites orthogonales en
O aux plans définis par O et (&,) d'une part, O et (9,),
d’autre part, coupent respectivement le plan (#) en M,
et M.,
1. De’fmontrer que les points M, et M, sont distincts.
2. Démontrer que la droite (OA) est orthogonale au plan
(OM, M,).
3. Démontrer que la droite (AH) est perpendiculaire 4 la
droite (M,M,).
4. On désigne par A’ le point d'intersection des droites
(AH) et (M;M,).
Quelle est la nature du triangle AOA’ ?
Trouver une relation liant OH, AH et AT
5. La droite (M, H) coupe (%,) en B et la droite (M,H) coupe
(@,) en C. Démontrer que H est l'orthocentre du triangle
ABC et que les droites (BC) et (M;M,) sont paralléles.
6. Sur quel ensemble se déplacent les points M, et M,
lorsque les droites (@) et (3,) varient dans ()7

30 Soit OABC un tétraedre et P, Q, R des points
tels que les droites (OP), (0Q), (OR) soient respective-
ment orthogonales aux plans (AOB), (POC), (POQ).

1. Démontrer que les droites (OA), (OB), (OQ) et (OR)
sont coplanaires.

2. Démontrer que les plans (AOB) et (POC) sont sécants
suivant la droite (OR).
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Iniroducﬁon

Nous avons pu apprécier en géoméfrie plane la puissance et la
moaniabilité de ['outil vectoriel, du produit scalaire et du barycentre.
L'objectif de ce chapitre est d'étendlre a l'espace l'usage de ces outils, en
particulier pour déferminer des droites et des plans.

—>
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1. Extension & I'espace de la notion de vecteur .......... 124
2. Bases etreperes................. et ey 130
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—1.1. Définitions et propriétés

—
* Un couple (A, B) de points distincts de € détermine un vecteur noté AB, caractérisé par :
— une direction, celle de la droite (AB) :
—un sens, le sens de parcours de A vers B sur (AB) ;

- une longueur, celle du segment [AB].

Un couple (C, D) de points de € détermixieb le méme
vecteur que (A, B) si et seulement si CD a _m}éme
direction, méme sens et méme longueur que AB.

On dit que (A, B) et (C, D) sont des représentants du
méme vecteur. B

e Pour tout point A de ¢, le couple (A, ALdétennine A
un vecteur appelé vecteur nul et noté 0. Il n'a ni
direction, ni sens.

* L'ensemble des vecteurs de l'espace est noté W.

* Soit un vecteur u de représentant (A, B) ; on appelle norme de u la distance AB. On la note : [|z]].
: 2

Comme dans le plan, ona:|lull =0 < ‘u=0. o,

On appelle vecteur unitaire tout vecteur u tel que : || ul| = 1.

* Deux vecteurs sont colinéaires si 1'un des deux est nul ou s'ils ont méme direction.
o e k A, o
© Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si I'un des deux est nul ou si leurs directions sont orthogonales.
Py . = s
On écrit: u L v.
Les propriétés suivantes, établies dans le plan, sont encore vérifiées dans 1’espace.

Propriéte 1

Les trois énoncés suivants sont équivalents :
e

e

* AB=CD;

e [AD] et [BC] ont méme milieu ;
S >

*» AC = BD.

—
Pour tout point O et tout vecteur v, il existe un et un seul point M tel que : OM = w.

1.2, Calcul vectoriel

mummmsm  Opérations sur les vecteurs

La somme de deux vecteurs et le produit d'un vecteur par un nombre réel se définissent dans I'espace de
la méme fagon que dans le plan.
Les régles de calcul sur les vecteurs de ’espace sont analogues 2 celles établies dans le plan.
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Propriétés '
—> e o =
* Pour tous points A, B, Cde ¢, on a: AB + BC = AC (relation de Chasles).
* Pour tous vecteurs ?I, 3, w de ‘W et tous nombres réels A, L, on a:

(1) U+v=v+ U 5 (2) (ﬁ+5§+f§=§+[?+£};
@) h+Wu=ru+pu S N D E T AT
G) Apw=0xwu ;8 1u=u;

(@) I« + ol < llull + [[o]l (inégalité triangulaire) ;  (8) 4 all=|2 ]zl
Démonstration

On démontrera seulement la propriété (2).

Smt 0, A, B etC quatre pomts de € tels que :
OAhu OB=v et OC = w.

On c:on51dere les pomts D, E F et G définis par :
AD OB et AE DF BG C)C

Ona: OF:OD+DF=GF+OG;

donc : (0731 + (_j—]';‘) N e OK + (OTBP + OE).

On en déduit la propriété (2).

B emargues

® De méme que le parallélogramme est la configuration géométrique associée a la somme de deux vec-
teurs du plan, le pave est la configuration associée a la somme de trois vecteurs de I'espace.

° Deux Vecteurs deto sont colinéaires si et seulement si il existe un nombre réel ) tel que :
v=Au ou u=Av.

: i — = —+
e Soit u, v et w trois vecteurs de I'espace ; tout vecteur de la forme Au + pv + v, ot A, L et v sont des
= 2 5 = 58 T > —> —>
nombres réels, est appelé combinaison linéaire des vecteurs u, v, w.

e

Barycentre

La définition et les propriétés du barycentre de points pondérés du plan se généralisent a l'espace.

Alnsi, étant donnés A, B, C et D des points de % a, b, cet d des nombres reels telsque a+b+c+d=0,
il existe un et un seul point G de é tel que : aGA + bGB + ¢GC + dGD = 0.

Le point G est appelé barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), (C, ¢) et (D, d).

Exemple

ABCD est un tétragdre. On désigne par I et ] les milieux respec-
tifs des arétes [AB] et [CD], par G l'isobarycentre des points A,
B. C et D, par A’ le centre de gravité du triangle BCD.

¢ Ecrire G comme barycentre des points A et A’.
 En déduire que : AD = % AR,
* Ecrire G comme barycentre des points I et J.

* En déduire que G est le milieu du segment [I]].

Le point G est appelé centre de gravité du tétraédre ABCD.
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—1.3. Repéres de droites et de plans de I'espace

memmmms Repére d’une droite de I'espace

Soit A un point de € et ¥ un vecteur non nul ; l'ensemble y
des points M de € tels que les vecteurs AM et u sont coli-

néaires est une droite de l'espace, appelée droite passant

par A et de vecteur directeur u, ou droite de repére (A, ). (<) A

On la note : QB[A,II).

Propriété : :

Soit A un point de € et u un vecteur non nul de W.
o = .
L’ensemble des points M de € tels que AM = Au, A e R, est la droite de repére (A, u).

Bemargues

Soit A et B deux points distincts de €.

® L'ensemble des points M de € tels que AM =1 AB e R, est la droite (AB).

* L'ensemble des points M tels que z”d‘?/ir =A A_é, A e [0; +oof, est la demi-droite [AB).
* L'ensemble des points M tels que AM = A Aﬁ, Ae [0; 1], est le segsment [AB].

M

mmmmmmn Repére d'un plan de I'espace

3 3 ¥ > 3 s =
Soit A un point de % et u, v deux vecteurs non colinéaires

de W. On desxg;ne par B et C les points de € tels que : /M£<
AB=1 et AG =10, Les points A, B, C définissent un plan (). A M
L) apres les résultats établis en géométrie plane, le triplet g - .

(A, AB AC] est un repere de () et, pour tout point M de P g

(@), 1 ex1ste un couple unique (A, 1) de nombres réels tel
—
que : AM 7LAB + LAC.

® Réciproquement, soit (A, u) un couple de nombres réels et M le point de € tel que : AM = AAB + uﬁ.
On admet que M appartient & (%P).

Soit A un point de %, u et v deux vecteurs non colinéaires de W.
—3> :
L'ensemble des points M de € tels que AM = Ay + u o (A, 1) € R2, est un plan de l'espace.

Ce plan est appelé plan passant par A, de vecteurs directeurs ¢ et v, ou plan de repére (A, u, v).
On le note : P(A, J, ?;)

—=1.4. Vecteurs coplanaires

wemmms Définition

Soit u, v et w trois vecteurs de W, O et O’ deux points de €.

- B . — = - - 3 —
On désigne par A, B, C, A, B’, C’ les points définis par: OA = O’A’ = u, OB =0Q'B’ = v, 0C=0C =w.
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On suppose que les points O, A, B, C appartiennent 4 un
4 ohot
méme plan (?) de repere (O, i, j ).
II existe deu_x nombres réels & et u tels que : OA=AT+ n j
Donc : O’A’ = 7\,1+]J._],
A’ appartient au plan (#’) de repére (O, 7, 7 ).
On démontre de méme que les points B’ et C’ appartiennent au plan (7).
Ainsi, les points O’, A’, B’ et C’ sont coplanaires.

: =+ > .
On dit que les vecteurs u, o et w sont coplanaires.

On peut généraliser 'étude précédente & un nombre quelconque de vecteurs.

Les vecteurs uI, uz, O u de i'esp_ace sont dits cnplanau'es 51, etant donnés un point O de € et les
points A, A déﬁms par OA = ul, OA = u OAn = un, les points O, Ap A, ... et A
sont coplanaires.

Cette définition est indépendante du choix du point O.

Eemargues

¢ Deux Vecteurs u u et v sont toujours coplanaires, puisque, étant donné un point O et les points A, B tels
que OA = u, OB = v, il existe au moins un plan contenant | 0, A B.

e Trois vecteurs peuvent étre non coplanaires ; les vecteurs OA OB et OC sont non coplanaires si et seu-
Iement 31 les points O, A, B et C sont les sommets d un tétraédre.

* Si u et v sont colinéaires, alors, pour tout vecteur w, les trois vecteurs u, v et w sont coplanaires.

Propriéfés

Smt u, v et 1 trois vecteurs de W tels que u et v sont non colinéaires.

2 A =y s
4, ¢ et wsont coplanaires si et seulement si 10 est une combinaison linéaire de © et o,

Démonstration
Soit O un point de , A, B, C les points de € tels que : OA = @, OB = o, OC = 15
et (?) le plan de repére (O, u, v) c’est-a-dire le plan (OAB).

r.f v, coplanaires < 0, A, B, Ccoplanaires - B
o Ce (@) 4 il

o  IweRLw=Au+po

Soit u, v et w trois vecteurs de .

-
4, © et w sont coplanaires si et seulement si il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs égale
au vecteur nul sans que ses coefficients soient tous nuls.
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Cette propriété peut s'écrire :

—¥: =¥ —> . ¥ - =% =¥
u, v et w coplanaires < 3R, v) e R3, (A, v) #(0,0,0) et Au+uv +vw = 0.

Démonstration

On étudie d’abord le cas 01‘1 VVJ et v sont colinéaires.
D'une part, les vecteurs , U etw sont coplanaires ; d' autre part il ex1ste deux nombres réels A et 1 non
tous deux nuls tels que A u+ n v= 0 donc tels que : A u+ 0 v+0w= 0 avec (A, i, 0) # (0, 0, 0).

On etudle mamtenant le cas oi u et v ne sont pas colinéaires.

°Siu, vetw som coplanalres il ex1ste deux nombres réels A et u tels que : =AU+ u

On a donc ; ?Lu+uv+ D w= 0 avec (A, i, —1) # (0, 0, 0).

* Réciproquement, soit A, |t et v, trois nombres reels non tous nuls, tels que : AU+ u vV w 3,

&
Le nombre v est non nul, sinon on aurait : A u + n = 0 avec (A, p) # (0, 0) ; les vecteurs det v
seraient alors cohnealres ce qui est en contradiction avec lhypothese

5 :
On a donc:w = — vi u - -\L,L v; d'aprés la propriété 1, les vecteurs u, v et w sont coplanaires.

Propriété 3 , Sl
Trois vecteurs u, vet w w de °W sont non coplanaires si et seulement si le seul triplet (A, p, v) de nﬂmbres
réels tels que Au + pv +vio = G est le triplet (0, 0, 0).

Cette propriété est un autre énoncé de la propriété 2. Elle peut s'écrire :

— = — ’ — - ¥,k
u, vetwnon coplanaires < (Au+uv+vw=0 = A=p=v=0)

Exemples

ABCDEFGH est un cube ; on pose : AB = i AD = _], AE=R
Ces vecteurs sont non coplanaires, car A, B, D et E sont non
coplanaires.

* Les vecteurs i + k, i +j + K, i — j + K sont coplanaires.
En effet: 2(7 + &) — (i + e (i'*—_?+ k) =

o e e ;
* Les vecteurs i, i+ j, i+ j + k sont non coplanaires.

En effet , soit trois nombres réels A, U, v tels que:

A+ i+ )+ (i T T

Ona:(A+p+v) i+ [p+v]j’+\rf€= 0.

e ; o
Les vecteurs 7, j, k étant non coplanaires, on en déduit que :

A+pu+v=0
{ w+v=0
v=10
Dou: A=p=v=o0. F G

—1.5. Travaux dirigés

Hllu ABCD est un tétraédre et I, I, K, L sont les points définis par :
=
1

=+ AB, Dj= 1DC, Ak =2 AD, BL- 3 BC.

3
e > > +

On pose : AB = u, AC='v, AD =w.
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On se propose de démontrer que les points I, J, K et L sont coplanaires et de déterminer les points
d'intersection des droites (I]) et (KL) et des droites (IK) et (JL).

1°) a) Exprimer chacun des vecteurs ff; TK et . en fonction des vecteas u, vetw.

b) Calculer le vecteur 9 IT— Biﬁ _aTl.

En déduire que les points I, ], K et L sont coplanaires.

2°) Démontrer que le point P, barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1), (C, 3) et (D, 6), appartient
aux droites (IJ) et (KL).

Exprimer AP en fonction de ¢, ¢ et .

3°) a) Démontrer que les droites (IK) et (JL) sont sécantes en un point Q de la droite (BD),

b) Démontrer que : 3 Qf— 8 Q_f( = Qﬁ -6 Qfl =7

i B .
En déduire l'expression de AQ en fonction de u, © et .

Solution
> —> > < > > > =3 1> g =¥
1°]a}0na:I]:AI—AI:AD+D}—AI;d0nc:I]=—?u+?v+—§-—w.
. ‘s > Lish. B oy .. 2 o [ A<
On démontre de maniére analogue que:IK:—?u+Tw et IL=—ﬁu+Tv.
b) ol — 8IK — 4IL. = ( +%+%)’+(3—3)'J+(5—6)15=6

Les vecteurs IT: IK et IL. sont coplanaires ;
donc les points L, ], K et L sont coplanaires.

2°)On a: P =bar {(A, 2), (B, 1), (C, 3), (D, 6)).

De plus : Al=1AB = I=bar {(A, 2), (B, 1)} ;
By = iﬁi’: = J=bar {(C,3),(D,6)}.

Dong : P =bar { (I 3), (], 9)} et P e (I)).

On demontre de meme que P appartlent a (KL).

Ona: AP— [AB+3AG+6AD)

1
=% [u +30+6 w]
3°) a) Les droites (IK) et (JL.) sont coplanaires.

De plus, (IK) et (JL) appartiennent respectivement aux plans (ABD) et (CBD), sécants suivant la droite (BD).

(IK) et (JL) ne peuvent étre paraileles sinon elles seraient paralleles a (BD), ce qui est impossible.
Eneffet :BD=—u+w et [K=— %J + —f’i— w ; ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Donc les droites (IK) et (JL) se coupent en Q, point d'intersection du plan ([JK) et de la droite (BD).

b)Ona:I=bar{(A,2), (B, 1)} = 3QE=ZQ73L+Q]+3.
Deplus:AIz=%Aﬁ = K=bar{(A, 2), (D, 6)}, donc: BQ—I><=2(iR+6Qf).
Onendéduitque:SEﬁ—BQI}(:QE—BQf).

Ce vecteur est nul, sinon il serait simultanément vecteur directeur de chacune des droites (IK) et (BD) qui

sont sécantes.
On a:Q =bar{(B, 1), (D, -6)} ; on en déduit que : AQ_—% (u 6w)
On démontre de méme que les droites (IL) et (JK) sont sécantes en un point R de la droite (AC), tel que :

AR 31:
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WExercices B

l.a

1b

1.d

ABCD est un tétraédre.

1. Constmlre les points E et F tels que :

AE = AB+CD et AF= AC + BD.

2 Demontrer que D est le milieu de [EF] et
EF = 2 BC.

ABCDEFGH est un cube de centre Q.

On pose : AB=1u AD= tiet Aﬁ iv

1. Exprimer les vec:teurs BG CH OG FD et CE
en fonction de u v et w.

2. Construire les points I, J et K tels que :
i _ et
Al = —%—(J+ v) +w, AT: %(J+u§] +vet

AK = %(?+u§) +

ABCD est un tétragdre. Soit I, ], K et L les centres
de gravité respectifs des triangles BCD, CDA,
DAB et ABC.

— > > > >
Démontrer que : Al + B] + CK + DL = 0.

Soit ABCDEFGH un pavé. Préciser, dans cha-
cun des cas suivants, si les vecteurs sont copla-
naires ou non :
a)AB DB EG

> > R
: b]DH JI',AD—E_\E_S;
C}AE AG FE - FG HE

. d)AC, DF, FE

. Bases de W

mmmmms |ntroduction

l.e

1.f

L T ;
Soit i, j, k trois vecteurs non coplanaires.

Démontrer que les vecteurs suivants sont non
coplanaires :

ali+], j++ ket k+i;

b]Zl—j, 2] i et Zk—l :

c)i-j, j-% et k-7

Soit ABCD un tétragdre et [, ], K, L les milieux
respectifs de [AB] [BC] [CD] [DA]

On pose : AB- u, AC—vetAD w

1. Donner deux points de chacune des droites :
9,0, t—10), D), d+0) et DL, u + v —1w).
2. a) Déterminer, en fonction de u, v et u;, un
couple de vecteurs directeurs de chacun des
plans (AJK), (BKL), (CIK]} et (DJL).

b) Démontrer que les points I, J, K et L sont
coplanaires et déterminer un repére du plan
qui les contient.

Soit ABCD un tétraédre, G le barycentre des
points pondérés (A, -1), (B, 2), (C, 1), (D, 2) et
Ile milieu du segment [BD].

Démontrer que les points A, G, G et I sont copla-
naires.

5 et reperes

Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par I, ] et K les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [BF].

—> A= oy —» =

On pose: i = Bl, j=BJ et k =BK.
; P .

* Justifier que les vecteurs i, j et k ne sont pas coplanaires. D C
e Exprimer en fonction de #, j et k chacun des vecteurs suivants : f[K, AE, ' B
—> S = s e —> —> :
AD, CG, 1G, DB, FC, BH, DF. '
° On considére le point O tel que :BO =i+ J+ R : 1K
Justifier que O est le centre du cube. H» ------------ G
e Construire les points P, ( et R tels que :]jf’ =— 4?, G—(i = j" et FR=14+ 2‘;1> - : c

s —> > >
Exprimer en fonction de i f et & chacun des vecteurs suivants :AP,PQ,RP.
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mmmmemm Coordonnées d’un vecteur

Propriété fondamentale

s
Soit i, j et k trois vecteurs non coplanaires.

Pour tout vecteur u de W, il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tel que :
= xz+yj+zk

Cette propnete Slg[]lﬁe que tout vecteur de 'espace peut se decomposer de fagon unique comme combinaison
linéaire de 7 % ot K pourvu que ceux-ci ne soient pas coplanaires.

Démonstration

Existence —

Soit u un vecteur, (O, 1), (O, J), (O, K) et (O, M) des représentants respectifs des vecteurs : f ket u.
On d931gne par P le point d'intersection du plan (O]) et de la droite de repere (M, %), par Q le point
tel que : OQ PM.

P appartient au plan de repere (O, f f] donc il
ex1ste un couple (x, y) de nombres réels tel que :

OP Il+yj

OQ et k sont colinéaires, donc il existe un
> 5
nombre réel z tel que : 0Q = zk.
ST — > > —=
Or: 0Q=PM < OM= OP + 0Q.
; = A -
On en déduit que : OM = xi + yj + zk.

Cest-a-dire : u=xi+ y_}'++ zk.
Unicité
; ' = o R - R
Soit (", y’, 2’) un triplet de nombres réels tel que : u=x"i + y'j + z'k.
= — 3 3 =
Ona:xi+ yf+ zk=x"1+ y’j++ 7k = x—-x)7+ (y —y’]j*+ z-2)k=0

xX—x' =0
= {y—y’=0

T =0

xT=x
= {y=y’

7 =2

Le triplet (x, y, 2) est donc unique.

Détinitions ._
* Tout triplet (i, I 1) de vecteurs non coplanaires est appelé base de .
* Soit [_f: I —Ig] une base de W et u un vecteur.

L'umque triplet (x, Y z] de nombres réels tel que u=xi+ yj +zk est appelé triplet de courdormees
de © dans la base [z, _], k]

5 X
On note: uf y
z

) dans (7, J, k).

Bemargue

Dire « on munit W de la base (i, j, k) » signifie que les coordonnées (x, y, z) de tout vecteur u de W sont

exprimées dans la base (Eﬁ f Iz) On écrit alors simplement : J( y )
z
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*

Soit [—i: 3: 73] une base de W, A un nombre réel, et u’ deux vecteurs.

(X = /X e x+x b Ax
Si u(y) et u’(y’), alors (u + u’](y+y’)’ et ()Lu](?uy )
2 e AN e G e z+z : Az

La démonstration de cette propriété est laissée a I'initiative du lecteur.

mmmmm= Base orthogonale, base orthonormée

Détinitions
» Une base est orthogonale lorsqu'elle est constituée de trois vecteurs deux a deux orthogonaux.
* Une base est orthonormée lorsqu'elle est orthogonale et constituée de trois vecteurs unitaires.
(i, _?, 1) est une base orthogonale si et seulement si : i f Flk KL%
(7, j, k) est une base orthonormeée si et seulement si - TL7, FLE KLT et IZN=1FN=1% =

Exemples H

ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.

P
* (BC,EA,HG) est une base orthonormée de W. E
s AC=AR +BC=BC+ 003

>

donc AC a pour coordonnées (1 ; 0 ; 1) dans cette base. D N ST 6

- > S o> > o> —» > —> i
e HB =HE + EA + AB =—-BC +EA +HG ;

— ;

donc HB a pour coordonnées (-1 ; 1 ; 1) dans cette base. A B

. Reperes de ¢

mmmmmm Définitions

o Pour tout pomt 0 de € et toute base (i, j, k) de W, il existe un unique triplet (I, ], K) de points tel que :
OI—'L O] J: OK k oo ey il

° 51 0, 1, ] et K sont quatre points non coplanaires de € ; alors le triplet (OI, O], OK) est une base de W.
e Soit ['f,) _?73] une base de W et O un point de €.

Pour tout point M de %, il existe un et un seul ’trlplet (x, y, z) de nombres réels tel que :

OM xi+ y 1+ zK en effet, il existe un seul vecteur OM de W, donc un seul triplet de coordonnées de
OM dans la base (1 _], k)

* On appelle repére de l'espace € : !
— ou bien un quadruplet (O, L, J, K) de points non coplanaires ;
- ou bien un quadruplet (0,_1': 3‘: %), ou O est un point de ¢ et (?, _}: "Ig] une base de W.
* Soit (0,7, j, k) un repere et M un point de l'espace €.
L'unique triplet (x, y, z) de nombres réels tel que : OM = xi+ yj +zk est appelé triplet de coordonnées
du point M dans le repére [O,E': }: _13)
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X = 2> — (X i =
Ona:M| y )dans (0,7, j,k) < OM|y |dans (i J, k).
z z

!ocabulaire

e Le point O est appelé origine du repére.
~ © Les nombres réels x, y et z sont appeles respectwement abscisse, ordonnée et cote du point M.
¢ ]es droites de reperes (0,1 ] (O, j ] et (O, k} sont appelees axes de coordonnées du repére.
¢ Le repére (O, z, J, 1) est dit orthogonal lorsque la base (i _], k) est orthogonale.
e Le repére (O, o _], k) est dit orthonormé lorsque la base [1 _], k] est orthonormaée.

Exemples

Soit ABCD un tétraddre ; (A, XfB,AE, ATJ) est un repeére de €.
* Soit A’ le centre de gravité du triangle BCD.
> T = s
Ona:AA =5 (AB +AC +AD);
donc A’ a pour coordonnées (%; % - %] dans le repére (A, AB,AC, A_f))

]

¢ Soit G le centre de gravité du tétraddre.
Ona:AG= % AA’

]

— —>

donc G a pour coordonnées [%; %; %] dans le repére [A,A‘E,AG,AD].

Représentation d'un point dans un repére

>

€ est muni du repére (0,7, 7, k).

Soit M le point de coordonnés (x ; y ; z). z“‘P3
Pour placer le point M, on peut utiliser la construction suivante. T

. 011 place sur la droite de repére (O, {) le point P, tel que: Il s
OP =xi.

° On place sur la droite de repére (O, 0,7) le point P, tel que : 72
0P, = gl . . o

° On place sur la droite de repere (O, %) le point P, tel que : iy ,,"'PQ
OP = 7K. ‘
. = . 2 S R e e 3

— > >
° On construit le point P tel que : OP =0P, +OP,, P P
* On construit le point M tel que : OM = OP + 01133.
> > —> — 3
Ona:0M = OF, +0P, + 0P, Sur Ia figure on a : M( 4 )
Z
2

= xi+yj+zk

Le dernier point construit est bien le point cherché.
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mmmmmn Calculs dans un repére
Propriétés e

*a *g Xe Skl
Soit A(yA), B(yB), C(yc) dans (O, i, j, ;Z} et a, b, c trois nombres réels tels que : @ + b + ¢ = 0.
Za Zg Zg

X=Xy .
e 0na:A—B*(yB-yA) dans [?,3: 13];

LR L
X, + X
2
; + e
¢ le milieu de [AB] est I yAZ L dans (0,7, J 12} :
T, + 2
2
ax, + bxg + cxg
a +bb +c
+
* le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, ¢) est G W dans [0,?, I TE).
az, + bz + ez
a+b+ec

Démonstration guidée

— —> %
* Déterminer les coordonnées des vecteurs OA, OB et OC.
s > > e B e oy o > 1 — > - > o
* Justifier que : AB=0B-0A ; Ol == (OA +0B) :0G = —— (@aOA +bhOB + cOC).
2 a+b+e
e Conclure.

—2.3. Travaux dirigés

%2 Soit ABCDEFGH un pavé, I le milieu du segment [EH], ] et K les points tels que :

> 1 ‘7 e 152 . % P i
A] = F AE et BK = TBC‘ On munit € du repére (A, AB, AD, AE).
1°) Déterminer les coordonnées des points I, ], K et G, puis celles des vecteurs ffet (_}R

En déduire que les points I, J, K et G sont coplanaires.

2°) a) Déterminer les coordonnées de L, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (AB).
b) Déterminer les coordonnées de M, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (DF).

Solution
0 0 1 1 0 0
> —>
1°)On a: 1( -})J(S ) K(%), G( 1) ;donc: I (—é—) et GK (—%).

—> g . .
Ona:GK= = 1], les droites (I]) et (GK) sont paralleles ;
donc les points I, J, K et G sont coplanaires.
2°) a) L appartient & l'axe des abscisses ;
donc son triplet de coordonnées est de la forme : (x;0;0).
Le plan (IJK) coupe les plans paralléles (EFG) et (ABC) suivant les
droites parallgles (IG) et (KL).
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= {7
Les vecteurs IG

1

2

0 0

- >
donc il existe un nombre réel A tel que : KL = A IG.

s

- Y

2|

s 3
_Z.Donc.L( 0

5 0

Ly 1
) et KL ( --i— ) sont colinéaires ;

)

b) Soit (x ; y ; 2) le triplet de coordonnées du point M.

— =% — =¥ -—>0
Onpose: u=6JI et U=6}L;0na:u(3)et3(

o —> =¥
Me (IK) & 3 (A p)e R%GM = Au +po. Donc :{

4

0 1 Tp. 1
Ona:D(l)etF(U );donc: DF (—1).
0 1 1

3

0).
-2
x—1=31

y—1=31
z—1=4A-2yu

x=14+3u
= {y=1+3}\
z=1+4A-2U

x=v x=v
Me (DF) & EIVG[RDM vDF. Donc : {y l=-v & {y:l—v
z=v Z=V
1+3u=v 7»=—25—7 %
Onendéduit:] 143=1-v « {p=-- . Ona:M %
. 58 3
1+4h—-2u=v ¥=iq )

2.a

2.

TR g D
Soit les vecteurs u| 3 |, v| =1} etw( 1 | dans
la base ('t}, j_: _E]. ~% 1 -
1. Calculer les coordonnées des vecteurs :
> - - > > > > >
u—-2v+w, 2u+v—-w, u— v+ 2w.

> > — %
2. Démontrer que u, v et w sont coplanaires

. =F o
(on pourra exprimer w comme combinaison
s o -
linéaire de u et v ).

L BN D )
Soitlesvecteurs u| 1 |, v 0 |etw| 1 | dans
= b ok 4] -1 -2

la base (i, j, k).
1. Démontrer que (4, o, w) est une base de W.
2. Calculer les coordonnées des vecteurs i, Jet

% dans cette base.
7

2 — Z
Soit A1}, B( 1) et C( WZ) dans le repére
1 3 0

©, & J 5.

1. Calc.uler les coordonnees des vecteurs AB et
AC dans la base [z, j, k] En déduire que les
points A, B et C sont alignés.

2. Determmer les coordonnées du point D tel
que : DA~ 3DB,

2d

A E XETCICeS Bz rsiar s s A 7 A P

A A

0 -1 1 -3
Soit les points A(l), B( 0 ), C(4) et D( 2 )
0 —1 0 —5

dans le repére (O, 7B

1. Galculer les coordonnees des vecteurs AB
AC et AD dans la base (t, _], k]

2. Calculer les coordonnees du vecteur
5 AB +2AC dans la base [z, J, k] En déduire
que les points A, B, C et D sont coplanaires.

-1 0 -1
Soit les points A( 2 ), B( 2 ) et C( 1 ) dans le
-3 -1 0

repére orthonormé (O, 7, 7, k).

1. Placer les points A, B et C sur une figure.

2. Calculer les coordonnees des vecteurs AB
BC et CA dans la base (Z 7 5.

3. Calculer les coordonnées des points I, J et K,
milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

4. Calculer les coordonnées du point G, centre
de gravité du triangle ABC.
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. Définition et propriétés

mummmm Extension du produit scalaire a I'espace

Smt u, v deux vecteurs non nuls de W et A un point de €. On désigne par B, C les points tels que AB = u,
AC= 1 ot par H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

1l existe au moins un plan contenant A, B, G et H. Dans ce plan,ona: /
u.v =AB.AC= @xﬁl:ABxACxcosBKC.

Ce nombre est indépendant du choix du point A. . .

En effet, onaaussi: u. v = % (eell? + o)1z - lu - 7;“2) : % g Z .
or la norme d'un vecteur est indépendante du représentant choisi.

H
AB et AC étant les normes respectives des vecteurs et v, on en déduit que /
cos BAC, donc aussi I'angle BAC, sont indépendants du choix du point A.

Soit u, v deux vecteurs et A, B, C des pnints tels que : AB =4 et AC
On appelle produit scalaire des vecteurs u et v le nombre réel, noté u ?, défini par :
cu.V= 0, si I'un des vecteurs uouv est nul

cU.D= ]iul] ifvl! cos BAC si les vecteurs u et v sont non nuls.

Bemar ques

* Le produit scalaire de u par lui-méme est appele carré scalaire de u. On le note : uZ.
4>-
Ona: u?=|ull?;d ou l|u|| =u2.
-Ona,u. v=0 o uly

Propriétés

Pour tous vecteurs u, v, w de W, pour tout nombre réel k, on a :

(1) wew =0 n : @ ku)v=ulkv)=k(u.v);
B) s o ). 5+ 0. % : @ wivlw=-u. 49 7

Démonstration guidée

Les propriétés (1) et (2) ne font intervenir qu'un ou deux vecteurs, donc des vecteurs coplanaires ;
elles ont été démontrées dans le plan.

Les propriétés (1) et (3) impliquent la propriété (4).
11 suffit donc de démontrer la propriété (3).

SDlt Aun pomt de € et B, C D, E les pomts tels que :

AB=u AC=7, AD=w, AB= 0+, <
On désigne par I le milieu de [CD]. A E
e Justifier que : 5

AB.AC =1 (AB?+ AC?-BC?) et AB.AD =1 (AB?+ AD? - BD?2),
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e Utiliser le théoréme de la médiane pour transformer les sommes AC2 + AD? et BC? + BD2.
. - -
* Démontrer que : u. v + u.w = AB? + AI? — BI2.

e Conclure.

Eemar que

vy » = T 7 PR -y - - r - -
Légalité 0= %— (Il u*ll2 + ]Iv+|]2— lu - 5*”2] et les propriétés précédentes permettent d'établir, comme
dans le plan, les égalités suivantes :

—k: - - — —
w. o= (lz+ o= lull> - 07 ;

Nl = 112l2 = (u+2)(d-0)
Exemples

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte a.
> > e B > > —> —> > —» > >
Calculons les produits scalaires : AB.AC, EB. BG, AB.DG, EA.CH, AB.CG et AG.BD.

— > — B
°* AB.AC=axa 2 xcos - =a?;

it 4
'Eﬁ.BE:a“Qxa{ZXcos%‘=—a2 H G
(EB = BG = EG, donc EBG est un triangle équilatéral) ; : :
* AB.DG = DC.DG = DC x DC = a? E :
(C est le projeté orthogonal de G sur la droite (DC)) ;
o BA. Gl =00 (H = 002 =—a? B .
(G est le projeté orthogonal de H sur la droite (CG) ;
« AB.CG=AB.AE=0 (vecteurs orthogonaux) ; A B

— > > > > > > >
* AG.BD=(AC+CG).BD=AC.BD+CG.BD=0+0=0.

ﬁ%& Bk

Expressions du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormée

Proprieté '

X x :

Soit z(y) et (y’) dans une base orthonormée (4, 7, k). On a :
7 %

cuU.U =xr +yy’ + 2z’ ;

o lull =\@+y?+5%

Démonstration guidée

Ona:u=xi+yj+zk et Ww=xi+yj+zk

e Développer : (x i+ u j>+ ZK). (0i+ y j>+ 2’k ). En déduire le premier résultat,
* Envisager le cas : u’ = u. Conclure.

Remargue

Cette propriété n'est pas applicable lorsque la base n'est pas orthonormée.

Conséquence

: *a *B . > > %
Soit A{ y, | et B{ yp | dans un repére orthonormé (O, i, j, k).

Zp Zp

Ona:AB= VF[xB — X2+ (yg—y, )% + (g - zj;j"i‘
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3.2, Travaux dirigés

1. Equation cartésienne d’une sphére

L'espace est muni du repére orthonormé (O, it f, fg]
a
1°) Soit (¥) la sphére de centre Q| b | et de rayon r.
x c
Démontrer que le point M(y) appartient & () si et seulement si : (x— a)® + (y - b)® + (z - ¢)* = 72
z

2°) Seit (Z) I'ensemble des points M(;) telsque: X2 +y? +22-200x-2By-2yz+5=0 (1),

ou o, f3, v, 8 sont des nombres réels. %

a) Vérifier que (1) peut s'écrire: (x- 0)? + (y - B2 + (z- 72 = o® + P2 + y2 - 3.

b) En déduire, suivant le signe de o + % + y2 - §, la nature et les éléments caractéristiques de (I).
3°) Application

3 1
a) Déterminer une équation de la sphére de diamétre [AB], out A(—l) et B(5).
0 3
b) Déterminer, dans chacun des cas suivants, la nature et les éléments caractéristiques de I'ensemble

'y
(%) des points M(y) tels que :
z

cx+yt+22-2x+4y-5=0;
e+ yt+22+4x-2y+22+6=0;
e +yt+22-6x+2z+12=0.

Solution
1°)Ona:Me (¥) & OQM2=r2

& @-al+y-bh2+(z-c)2=r%

2°)a)Ona:x%—20x=(x—0)?-o2 2—2Bx=(x-PP-p% 2-2yx=[(x-92 -yl
Donc:(1) & (x—a)P+@y-PP+(z-y2=02+p2+y2-35.
b) Soit Q' le point de coordonnées (o ; B ; ¥).

X

(£) estl'ensemble des points M(y) tels que : Q'M? = o2 + B2 + 72 - 6.
z

Si a?+B%+7y2~-58<0, aucun point n'appartient a () ; (5) = @.
Si o+ p2+y2-8=0, seul Q appartient 2 (%) ; (Z) = {Q’}.

Si o +f2+y2-8>0, () estlasphére de centre Q' et de rayon o2+ pZ+y%-a.

2 - -
3°) a) Le segment [AB] a pour milieu I ( 2) ot AB=+v(1-3)02+(5+1)2+(332%=7.
3

La sphére de diametre [AB] est la sphere de centre I et de rayon % Elle admet pour équation :
(e—2P+y-2)°%+(z- —52"—)2=[%]2 & X2+y’+zi-4x -4y —-3z-2=0.

blex?+y’+2z2-2x +4y-5=0 & (x-12%+(y+2)02%+22=10;
1

donc, (Z) est la sphare de centre Ql(—z) et de rayon ,10.

0

X+ P +22+4x -2y +22+6=0 © (k+2P+(@y-102+(z+1)2%=0;

oy
donc: (Z) = {Q,}, o Qz( 1 )
-1

cx?+yt+72-6x +22z+12=0 & *-32+12+(z+1)2=-2;donc: (I) = 2.
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smmmmm 2. Surfaces de niveau

Soit A et B deux points de ¢ tels que AB = 6, a et b deux nombres réels non tous nuls.

On se propose de déterminer, pour tout nombre réel k, I'ensemble (I',) des points M de € tels que :
a MA? + b MB? = k.

(') est appelé surface de niveau k de l'application f: M+ a MAZ + h MB2.

1°) On suppose que : @ + b # 0.

Soit G le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).

a) Démontrer que : a MAZ + b MB2 = (a + b) MG? + a GAZ + b GB2.

b) Déterminer (T',) suivant les valeurs de k.

c) Application

* Déterminer la surface de niveau 28 de I'application : M — MAZ2 + MB2.

* Déterminer la surface de niveau 2 de I'application : M %1[%-

2°) On suppose que : a + b = 0.

a) Démontrer que (I') est 'ensemble des points M tels que : MA2 —- MB2 = % ‘
b) I étant le milieu de [AB], démontrer que : MAZ - MB2 = 2 IM . AB.

¢) En déduire la nature de (-

Solution

1°) a) Cette égalité a déja été établie dans le plan ; le calcul dans € est identique.

aMA? + bMB? = a(MG + GA% + b(MG + GB?
=(a+ b) MG? + a GA%2 + b GB% + (a GA + b GB)
= (@ + b) MG? + a GA? + b GBZ,

k—a GA? — b GB?

a+h '
® Sik<aGA? + b GB?, il n'y a pas de point solution.

b)Ona:f(M)=k < MG?=

® Sik=a GA? + b GB?, G est le seul point solution.
B 2
° Sil>aGA?+ b GR2, (T',) est la sphére de centre G et de rayon \/ k-aGA 5 b GB i
a+
c) Application

® a =b =1, le barycentre introduit précédemment

est le milieu I de [AB] et 1A =1B = 3.

MAZ + MB? =28 < MI? =5.

La surface de niveau 28 de 'application M ~ MA? + MB?
est la sphére de centre I et de rayon 5.

MA _ 2 _ 7
'MB—Z < MA=—-4 MB-“=0.

Le barycentre introduit précédemment
est le point G tel que :

= -
AG=%AB et GA=8,GB=2.

2 2
Mzz o= MG2=M = 16.
MB 3 : A
La surface de niveau 2 de l'application M — %‘%

est la sphére de centre G et de rayon 4.
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2°) a) f (M) = a MA? — a MB2.
Donc:f(M)=k < MA?- MB2=%.

b) MAZ — MB? = (MA + MB) . (MA — MB)

== =
=2MI.BA
—> —
=2IM.AB.
> > L
cJfM=k & 2IM.AB=2.
On choisit un repére pour la droite (AB).
Soit H le point de (AB) tel que : H= L_
2a AB

(T',) est le plan perpendiculaire en H a la droite (AB).

ME X eI CICRS Botr s s

3.a

ABCD est un tétraédre régulier de cété a.

1. Calculer en fonction de a :

—> —> > —> > > > >

AB.AC, AB.AD, AB.BC, AB.CD.

2. En déduire que deux arétes opposées quel-
conques de ABCD sont orthogonales.

3.b  SABCD est une pyramide de sommet S dont la
base ABCD est un carré de cdté a et les faces
des triangles équilatéraux.

Calculer en fonction de a :

> e e > > > >
SA.8B, SA.SC, SA.AB, SA.BC, SA.BD.

ABCD est un tétraédre tel que les faces ABC,
DBC sont des triangles rectangles isoceles
d'’hypoténuse commune (BC) et les deux autres
faces des triangles équilatéraux de coté a.
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3.4d

1. Calculer, en fonction de @ :

i > >

AD.BC et AB.CD. —
—>

2. Soit I le milieu de [BC]. Calculer cos (IA, ID).

SABCD est une pyramide de sommet S dont la
base ABCD est un carré de c6té a et les faces
SAB, SAD des triangles rectangles isocéles de
sommet commun A.
1. Calculer, en fonction de a :
oy . 4 g v <
SA.BC et SA.BD.

> > —
2. Calculer cos (SA, SC), puis SA.SC et AC.SC.
3. Calculer en fonction de a :
P i R > >
SB.BD, SB.AC et SB.BC.

(7, j, 1) est une base orthonormée de W
Démontrer que pour tout vecteur wdeW,ona:
u=(u. D+ @ )j+ wRE



A\

” Exercices

Calculs vectoriels

1 Soit A, Bet C trois pomts non ahgnes Pour tout
point M de l'espace, on pose % =MA + MB - 2MC.
1. Démontrer que le vecteur u est indépendant du point M.

2. Soit D le point tel que :CD =u. Démontrer que ACBD
est un parallélogramme.

2 Soit ABCD un parallélogramme. A tout point M
de l'espace, on associe le point N tel que BMDN soit un
parallélogramme.

Démontrer que : AM = NC.

3 Soit ABCDEFGH un pavé. On désigne parl, ], K et
L les milieux respectifs des arétes [AB], [BC], [GH] et [EH].
Démontrer que IJKL est un parallélogramme.

& Soit ABCD un tétraédre.
On considére les points 1, ], K, L tels que :
et e - =1 = g —=> = =
AI=gAB : A]:gAC - DKngC ; DL=§- DB.
1. Démontrer que IJKL est un parallélogramme.
2. Soit M et N les points tels que :
— 9 = > 2 >
DM =4£-DC et DN =£-DB.
Démontrer que IJMN est un trapéze.

5 Soit ABCD un tetraedre
1. Démontrer que : AB + CD AD + CB

2. Soit S le point tel que : CS= AB + CD.
a] Vérifier que [AS] et [BD] ont méme milieu.
b) On désigne par L et | les mlheux respec:tlfs de [BD] et

[AC]. Démontrer que : AB +CD 2 ]I

6 G désigne le barycentre des points pondérés
[A 3), (B, —4), (C, 2) et (D, —2] Exprlmer le vecteur

AG en fonction des vecteurs AB AC et AD

7 Soit ABCD un tétragdre. On désigne par G le
baryceﬂtre des points pondérés (A, 2), (B, =3), (C, 1) et
(D 4). A tout pomt M de lespace on assome le vecteur
u tel que : us= ZMA BMB +MC + 4 MD.

Démontrer que : u=4MG.

Repéres de droites et de plans

8 Smt A B c et D quatre pomts non coplanaires.

On pose : u=AB +AC et v=DB +DC.
Démontrer que les droites de repéres respectifs (A, ) et
(D,v ) sont sécantes en un point [ que ’on déterminera.

i
9 Soit OABCun tetraédre On consuiere les s points

A, B, CetO’ telsque OA = OB+ OC OB’ oG + OA

OC = OA+ OB et OO = OA +0B + OC

1. Exprimer chacun dﬁ vecteurs AB AC et AD’ en

fonction des vecteurs OB etOC.

2. En déduire que A, O, B” et C sont coplanaires et que

le plan qui contient ces quatre points est paralléle au

plan (OBQG).

3. Démonirer que OAB’CBC’Q’A’ est un pavé.

10 Soit OABC un tétraédre, k un nombre réel et 1
I, K les points tels que :
= >
(0] =5 0A, Q] =ZOB,OL< =kOC.
1. Démontrer que les droites (I]) et (AB) sont sécantes.
On désigne par E leur point d'intersection.

2. Pour quelles valeurs de k les droites (IK) et (AC) sont-
elles sécantes 7

On désigne alors par F leur point d'intersection.

3. Pour quelles valeurs de k les droites (EF) et (BC)
sont-elles sécantes 7

Déterminer alors leur point d'intersection G.

11 SABCD est une pyramide dont la base ABCD
est un parallelooranmne
On pose : AB=u et AD= v;on désigne parI, ], K, L,
M et N les centres de gravité respectifs des triangles
SAB, SBG, SCD, SDA, SAC et SBD.
Exprlmer les vecteurs I] IK 1L IM et IN en fonction de

u et v; en déduire que les points I, ], K, L, M et N sont
coplanaires.

12 Soit ABCD un tétragdre. On désigne par, J, K,
L, M, N les milieux respectifs des arétes [AB], [CDI],
[AC]), [BD], [AD], [BC], par &', B’, C’, D’ les centres de
gravité respectifs des triangles BCD, ACD, ABD, ABC et
par G l'isobarycentre des points A, B, C, D.
1. Démontrer que les droites (I]), (KL) et (MN) sont
concourantes.
2. Démontrer que les droites (AA’), (BB’), (CC’) et (DD’)
sont concourantes.

13 Soit ABCDEFGH un pavé.
1. Démontrer que les plans (BDE) et (CFH) sont parall2les.
2. On considére les points G, et G,, centres de gravité
respectifs des triangles BDE et CFH.

" ==k 1 S ot ket 2 =g
a) Démontrer que : AG, = 5T AG et AG,= 3 AG.

b) Démontrer que la droite (AG) est sécante aux plans
(BDE) et (CFH) respectivement en G, et G,.

14 Soit ABCDEFGH un cube. ok
1. On considére le plan (%) de repére (A, BC, HF).
a) Définir () par trois de ses points.
b) Déterminer un vecteur directeur d'une droite ortho-
gonale a (P).
2. Mémes questions si (?) a pour repére :

o - >
a) (A,EF,BG) ; b)(A,AH,BD).
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15 Soit ABCD un tétragdre et k un nonlbre réel.
On désigne par I le point tel que AI = k AC, par (P)
le plan de repére (I,Aﬁ, Cﬁ] et par ], K, L les points d'in-
tersection du plan () avec les droites (BC), (AD), (BD).
Exprimer chacun des vecteurs If: IK et IL comme
combinaison linéaire des vecteurs AB et CD.

16 Soit A, B deux points de % et , U, 0 trois vec-
teurs de U tels que ©, 16 ne sont pas colinéaires et u est
orthogonal a vetaw.

On des1gne par (?) et (#) deux plans de repéres respec-
tifs (A, u, v ] et (B, L+, w].
Démontrer que (P) et (P°) sont perpendiculaires.

Bases et repéres

17 L'espace est muni du repére (0,4 7. 1.
1. Représenter les points A, B et C de coordonnées res-
pectives (2;1;3), (-1;2;1)et(0;1;-3).
2. Construire les points I, J et K, milieux respectifs des
segments [BC], [AC] et [AB].
Déterminer les coordonnées de I, J et K.

18 Soit ABCDEFGH un pavé. On désigne par I, J,
K, L, M, N les centres respectifs des parallélogrammes
ABCD, EFGH, ABFG, DCEH, ADHE, BCGF et par O
I’isobarycentre des sommets du pavé.
1. Démontrer que les droites (IJ), (KL) et (MN) sont
concourantes en O.
2. Démontrer que O est le centre de chacun des parallé-
logrammes ACGE et BDHF.
3. Déterminer les coordonnées de O :

—> —> —>

a) dans le repere (A, AB, AD, AE) ;

b) dans le repére (A, AB, AC, AG).

19 Soit ABCDEFGH un cube.

1. On pose : U= BH o =EG.
)Determmer 1es coordonnees des vecteurs u et v dans

la base (AB AD AE]

b) Déterminer les coordonnées d'un vecteur w ortho-
gonal 3 ueta v

2. Mémes questions dans chacun des cas suivants :

3oy > » =, T P e
a)u=DF, v=BE ; bJu=BH, v=CE.
20 Déterminer les coordonnées du point G, centre
de gravité d'un tétragédre ABCD :
— = >
a) dans le repére (B, BC, BD,BA) ;
b) dans le repére (B, BC, (-3?\ AD);

¢) dans le repére (C, Cﬁ, C_K, (_]_fx’), ol A’ est le centre de
gravité du triangle BCD.

Produit scalaire

21 Soit ABCDEFGH un cube.

1. a) Déterminer les coordormees des vecteurs AG BE BD
dansle repere [A AB AD, AE] puis calculer les produits

>

scalaires A(_-r BE et AG.BD.
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b) En déduire que la droite (AG) est orthogonale au plan
(BDE).

2. Démontrer de maniére analogue que la droite (AG)
est orthogonale au plan (FCH).

29 Soit ABCD un tétraédre régulier d'aréte a et I,
J les milieux respectlfs des arétes [AB] [CDI.
On pose : AB = u, AC= v, AD = w.
1. Calculer en fonction de a:
Il Well, el . v, ©.w, ..
2, (..alculer, en fonctwn de a, les produits scalaires

AB. CD AB. I] et CD. I] Que peut-on en déduire pour
les droites (AB), (CD) et (I]) 7
3. Calculer, en fonction de a, la distance IJ.

23 Soit ABCD un tétraédre régulier. On désigne
par I le milieu de l'aréte [BC].
1. Calculer cos IAD et cos AID.
2. A l'aide de la calculatrice, déterminer des valeurs
approchées & un degré prés des mesures des angles IAD
et AID.

24 Soit SABCD une pyramide dont la base ABCD
est un carré de c6té 1 et les faces sont des triangles équi-

latéraux. On pose (AB =, Af) = v> AS=w.

> —> - — -
1. Calculer : IIJ]L 12l IwII u. v v LE, w. .
2. Exprimer chacun des vecteurs SA, SB, SC et SD en
fonction de u, v et w.
Etablir que les droites (SA) et (SB) sont respectivement
perpendiculaires aux droites (SC) et (SD).
3. Déterminer un point I du plan (ABC) tel que la droite
(SI) soit orthogonale au plan (SAB).

(On pourra exprimer Alen fonction de u et v.)

@5 Soit A et B deux points de € tels que : AB = 8.
Determmer I’ensemble des points M de € tels que :

AM.AB =-12.

26 Soit ABCDEFGH un cube, I et | les centres res-
pectifs des faces BCGF et CDHG. Calculer une valeur
approchée de chacun des angles du triangle Al].

27 Soit ABCD un tétragdre tel que : AB = CD. On
désigne par I, ], K et L les milieux respectlfs des arétes

[BCI, [BD], [CA] et [DA]. Démontrer que : IL ]K 0.

28 Soit (?) un plan de l'espace, A et B deux
points de (?), O un point n'appartenant pas a (#). On
désigne par O’ le projeté orthogonal de O sur ().

> > > =
1. Vérifier que : OA. OB = O’A. OB + O0™%
2. Démontrer que :
aj si AO’B est droit ou aigu, alors AOB OB est aigu ;

b)si AOB est droit ou obtus, alors AO’B est obtus.

29 Soit ABCD un tétragdre.
1. Démontrer que : AB.CD + AC.DB + AD.BC = 0.
2. En déduire que si (AB) et (AC) sont orthogonales respec-
tivement & (CD) et (BD), alors (AD) est orthogonale a (BC).

30 Soit ABCD un tétragdre.
1. a) Démontrer que :
AB? — BCZ + CD? — DA? = 2 AC. DB.



b] En déduire que les droites (AC) et (DB) sont orthogo-
nales si et seulement si : AB2 + CD? = AD? + BC2.

2. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que si
(AB) et (AC) sont orthogonales respectivement 4 (CD) et
(BD), alors (AD) et (BC) sont orthogonales.

31 Soit ABCDEFGH un gube.
On pose : AB = 1, AD J, AE k
On désigne par I, ] et K les points tels que :
- Ber R e = SioE
Al=21, Aj=5j et AK=% k.
1. Determlner un triplet (ct., B, Y} de nombres réels tel que
of + B j + 7k soit un vecteur directeur dune droite
orthogonale au plan (IJK).
2. Déterminer et construire le point d'intersection M du

plan (CDG) avec la droite passant par A et orthogonale
au plan (JK).

32 Soit ABCD un tétraddre régulier d’aréte 1. On
désigne par G I'isobarycentre des points A, B, G, D et
par A’, B’, C’, I’ les centres de gravité respectifs des tri-
angles BCD, ACD, ABD, ABC.

1. a) Démontrer qu'il existe une sphére (Z) de centre G,
passant par les points A, B, Cet D.

b) Déterminer le nombre réel k pour que (Z) soit l'en-
semble des points M tels que :

MA? + MB? + MC2 + MD? = L,

(Z) est appelée sphére circonscrite au tétraédre ABCD.
2. a) Démontrer qu'il existe une sphére (Z') de centre G,
passant par les points A’, B’, C' et D".

b) Déterminer les intersections de (') avec chacun des
plans (BCD), (ACD), (ABD) et (ABC).

¢] Déterminer le nombre réel k&’ pour que (Z’) soit I'en-
semble des points M tels que :

MAZ? + MB? + MC2 + MD2 = I’

(¥') est appelée sphére inscrite dans le tétraédre ABCD.

APPROFONDISSEMENT

33 1 Soit (@) et (9’) deux droites de repéres res-
pectifs (A, u] et (B, vj Determmer les conditions que doi-
vent vérifier les vecteurs  , v et AB pour que les droites
(%) et (9°) soient :

a) confondues b) strictement paralléles ;
b) sécantes 3 d) non coplanaires.

2. ABCD est un tétraédre. Déterminer les positions rela-
tives des droites (%) et (%") dans chacun des cas suivants.

e > >
al 9 (A, AB + AC) %' (D, DB +DC).
—» > —>  — >
b (A,AB+AC) ; @ (C,AB+AC-AD).
— —> =y —
c]% (B,AC+2AD) :; % (D,2AB +AQ).

34 Section d'un cube par un plan perpendiculaire
4 une diagonale
Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. On désigne parl,J,
K, L, M, N les milieux respectifs des arétes [BCI, [CD],
[DH], [HE], [EF], [FB] et par O le milieu de [AG].

> >
‘€ est muni du repére (A, AB, AD, AE).

1. @) Déterminer les coordonnées de P;(E, BD et BE.
b) Démontrer que la droite (AG) est perpendiculaire au
plan (BDE).

g | B
: -
JJ' ' e
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¢) On désigne par Q le point d'intersection de la droite
(AG) et du plan (BDE). Démontrer que le triangle BDE
est équilatéral et que € Q est son centre de gravité.

d) Démontrer que : AQ=1 AG

2. a) Exprimer les Coordonnees des vecteurs Ol et OJ
b)Démontrer que le triangle OIJ est équilatéral et que le
plan (OI]) est perpendiculaire a (AG).

¢) Démontrer que les points L, ], K, L, M et N sont copla-
naires et que IJKLMN est un hexagone régulier.

L fa fa i
35 Ssoit u(b) et v’(b') dans la base (i, j, Ié}.
C

¢’ -
Démontrer que les vecteurs u et v sont colinéaires si et
la o B e
seulement si les trois déterminants ig ‘; T s rb b,
sont nuls. cc cc
Application

Déterminer les triplets (o, B, ¥) de nombres réels pour que

204+28 v
les vecteurs u( 2q ) et 5(;37) soient colinéaires.
i

36 Soit ABCD un tétraddre et L, ], K, I, M les milieux
Tespectifs des segments [AB], [AC], [AD], [BC], [BD].
A étant un nombre reel on considére les points P et Q
tels que : AP =1 AB et CQ Al
1. a) Démontrer que : PQ (1—=24) AC + lBD
b} En déduire que (PQ) est parallgle a (IKL).
2. On désigne par O le mlheu de [PQ]
a] Démontrer que : AB +CD =2 IM
b) Etablir la relation ; ]O MM
Quel est 'ensemble des points O quand A décrit R ?
¢) En déduire que pour tout point O du segment [JM], il

existe un point P de [AB] et un point Q de [CD] tels que
O soit le milieu de [PQ].

37 Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 10.
On pose : AB = 1, AD = J, Al = k
Soit I, J et K les points tels que :
=% g ek T e
Al =€ 1, AI =EJ et AKzgk.
On désigne par (?) le plan passant par le point B et
paralléle au plan (JK).
1. Représenter en perspective cavaliere l'intersection
du plan (%) avec le cube.
2. On désigne par M, N, P, Q les points d’intersection
respectifs de (%) avec les droites (CD), (DH), (EH), (EF).
Exprimer en fonction de i?fet K les vecteurs DIT/I,Df\'T,
ﬁget E(i
3. Représenter en vraie grandeur l'intersection du plan
(%) avec le cube.
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38 Soit ABCD un tétraddre régulier.
e > —> > >
Onpose: AB=1i, AC=j, AD=Fk.
On désigne par I, ] et K les points définis par :
- vl o —»_1—?‘:}
AI—§ i, A]—-S_J et AK—j .

1. Déterminer, en fonction de i? jtat i un couple de vec-
teurs directeurs du plan (IJK).

2. Démontrer que la droite (CD) et le plan (IJK) sont
sécants en un point E, . que 'on déterminera en exprimant
> 1o

AE en fonction de i, j, k.

3. Soit F le barycentre de (B, —1) et (D, 2).

Démontrer que le point F appartient au plan (IJK).

4. Soit G le barycentre de (I, —1) et (], 2).

Démontrer que G est le point d’intersection des droites
(BC) et (EF).

39 Soit ABCD un tétraidre tel que la droite (AB)
est perpendiculaire au plan (BCD) et le triangle BCD
n'est pas rectangle. On désigne par E et F les projetés
orthogonaux respectifs de D sur les droites (BG) et (AC).

Rk st
1. Démontrer que : ACDE=AC.DF =0 ; en déduire que
la droite (AC) est orthogonale au plan (DEF).
2. Soit I et ] les orthocentres respectifs des triangles BCD
- —
et ACD. Démontrer que : AC. U= AD. If: 0 ; en déduire
que la droite (IJ) est orthogonale au plan (ACD).

B0 Soit ABCD un tétrasdre régulier d'aréte 1. On
désigne par H le centre de gravité du triangle BCD et
par G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1),
(C, 1) et (D, 1).

1. Démontrer que G est le milieu de [AH].

2. On désigne par (Z) I'ensemble des points M tels que :
3MA? + MB2 + MC? + MD2? = 3.

Démontrer que (Z) est une sphére passant par A.

3. Déterminer l'intersection de (£) et du plan (BCD).

4. On désigne par (I1) I'ensemble des points M tels que :
MB?2 + MC? + MD? — 3 MA2 = 1.

Démontrer que (IT) est un plan qui coupe les arétes [AB],
[AC] et [AD] en leurs milieux.

5. Déterminer l'intersection de () et de (IT).

81 Soit SABC un tétraddre dont la face ABC est
un triangle équilatéral de coté 1 et dont les faces SAB et
SAC sont des triangles rectangles et isocéles en A.

1. Calculer une valeur approchée des angles du triangle SBC.
2. Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan (SBC).
a) Démontrer qu'il existe un nombre réel A tel que :
AT =AS + 2 (SB + SC). .
b) Exprimer A en fonction du prgdgi_t scalaire AH.SB.
¢] Calculer le produit scalaire SG.BH.

Le point H est-il I'orthocentre du triangle SBC ?

3. Démontrer que H est le centre du cercle circonscrit
au triangle SBC.
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42 Soit ABCD un tétraddre.
1. a) Déterminer l'ensemble (IT) des points M tels que :

> - - > S

{(MB + MC + MD).(MA - MD) = 0.

b) Déterminer l'ensemble (E) des points M tels que :
> . > > >

(MB + MC + MD).(MA + MD) = 0.

2. L'espace est muni d'un repére orthonormé .

0 2 i 0
On donne : A( 3 ), B(O ), C(Z), D(l).
=1 -1 0 1

Déterminer une équation cartésienne de (IT) et une
équation cartésienne de (Z).

83 Soit SABCD une pyramide dont la base ABCD
est un carré de coté 1 et telle que les triangles SAC et
SBD soient équilatéraux.

On désigne par G le barycentre des points pondérés (S, o),
(A, B), (B, B). (C, B), (D, B), ont & et B sont deux nombres
réels tels que : o + 4B = 0.

1. Démontrer que G est le centre d'une sphére passant
par 5, A, B, Cet D si et seulement si o = 2p.

2. Déterminer le nombre réel k& pour que cette sphére
soit I'ensemble des points M tels que :

2MS2 + MAZ + MB? + MC? + MD2 = F.

B8 Soit SABCD une pyramide dont la base ABCD
est un carré de centre [ et telle que :

AB=1 et SA:SB:SC:SD:‘-%—.

On désigne par G le barycentre des points pondérés (3, o),
(A, B), (B, B), (C, B), (D, B), ot & et P sont deux nombres
réels tels que : o + 45 # 0.

1. a) Démontrer que G est équidistant des plans (SAB),
(SBC), (SCD) et (SDA).

b) Déterminer un couple (o, B) tel que G est équidistant
des plans (SAB), (SBC), (SCD), (SDA) et (ABC).

2. On désigne par (Z) 'ensemble des points M tels que :
o MS? + B(MA? + MB? + MC2 + MD?) = I, o k est un
nombre réel.

a) Déterminer l'ensemble des triplets (a, B, k) tels que
(Z£) soit la sphere de centre G passant par I.

b) Déterminer alors les intersections de (T) avec les
plans (SAB), (SBC), (SCD) et (SDA).

(Z) est alors la sphére inscrite dans la pyramide SABCD.

&5 Soit ABCD un tétragdre régulier d'aréte 1, I le
milieu de [AB] et J le projeté orthogonal de I sur le plan
(BCD).

1. Démontrer que l'ensemble des points M du plan
(BCD) tels que MAZ? + MB? = 1 est le cercle de centre ]
passant par B

2. Déterminer, suivant le nombre réel k, la nature de
I'ensemble des points M du plan (BCD) tels que
MA? + MB? = k.

3. Démontrer que la fonction qui, & tout point M du
plan (BCD), associe le nombre réel MAZ + MB2 prend
sa valeur minimale au point J.
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Introduction

D ans le plan muni d'un repére, nous savons caractériser les droites
par des équations carfésiennes ou des représentations paraméfriques.
On peut faire de méme, non seulement avec les droites, mais aussi avec
les plans de l'espace. Lobijectif de ce chapitre est d'établir ces caractéri-
sations et de les utiliser pour éfudlier les positions relatives de droites et de
plans.

1. EqQUAtions CartéSiennes. ..........coovvvveereereeerresereeenns 146
2. Représentations ParaMEtriqUES..........co.covvvevrerrerrnns, 150
3. Positions relatives de droites et plans..................... 155
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Dans ce chapitre, sauf indication contraire, I'espace € est muni du repére orthonormé (0,1 7. ).

==J.1. Vecteur normal a un plan

Detinition 20

Soit (?) un plan de €, de vecteurs directeurs wet
On appelle vecteur normal a (%) tout vecteur non nul n

¥
G
orthogonal a u et 4 v. / N
(2

Cette définition est indépendante du choix des vecteurs directeurs de ().

Bemar ques

g ) : iy
° n est un vecteur normal @ un plan (%) si et seulement si il

est vecteur directeur d’une droite (3) orthogonale & (P). J—
- _+ ~ -
® 5i n est un vecteur normal a (P) gt M, N sont deux points ’ N
de (?), alors n est orthogonal @ MN,
0

]

1

® Un plan posséde une infinité de vecteurs normaux, tous Mo
colinéaires. |

()

>
n

Propriété 1
Seit A un point de € et 7 un vecteur non nul de W
11 existe un plan et un seul passant par A et de vecteur normal n.

En effet, il existe un plan et un seul passant par un point donné et orthogonal a une droite donnée.

s s

Propriété 2

Soit () un plan, 7 un vecteur normal a () et A un point de (P).
>
Pour tout point Mde é,ona:Me (?) < AM.L n.

Démonstration
Soit (@)413 plan passant par A et orthogonal a la droite (%) de Tepere (A, 7).
Ona:AM1ln & M=A ou (AM)L (@)

< M=A ou (AM)// (P)

< Me (9).

E emargues

- - —»
Soit (P) et (P’) deux plans de vecteurs normaux respectifs net n’. On a :
« . I i =¥, A B
* (P) et (P’) sont paralléles si et seulement si n et n’ sont colinéaires.
s = . o =X =
* () et (P°) sont perpendiculaires si et seulement si n et n’ sont orthogonaux.
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—1.2. Equations cartésiennes d’un plan

mmmmmes Propriété

x, Lfa
Soit (?) le plan de € passant par A(yz) et de vecteur normal n(b).

x % g

Pour tout point M(y) de€,ona:

i
¥4

| '
Me (#) < AM.n=0 M
A

= a[x—xo]-r—b[y—yo}+c{z-—zoJ=O
& ax+by+cz+d=0 =
(avec d=—axo—by0—czo].

Réciproquement, soit (IT) un ensemble de points M dont les coordonnées (x : Yy ; z) vérifient une équation
delaforme: ax+by+cz+d=0 (1).

Sia, b et ¢ ne sont pas tous nuls, il existe un point A dont les coordonnées (x, 5 ¥, ; 7,) vérifient :
ax,+by, +cz,+d=0 (2).

De (1) et (2), on déduit : ale —x,) +bly—y,) + cz-z)=0.

(TT) est donc I’ensemble des points M tel que :A_l\ﬁ n= 0, avec r%(g) -

c
c’est-a-dire IT est le plan passant par le point A et de vecteur normal n.

Propriété

Soit a, b et ¢ des nombres réels tels que:(a;b;c)#(0;0;0).

* Tout plan de vecteur normal K(g) a une équation cartésienne de la forme : ax + by + cz + d = 0.
c

* Toute équation de la forme : ax + by + cz + d = 0 est I'équation cartésienne d’un plan de vecteur
normal ?z:t

ﬁ).
C

Remargues

® Dans n'importe quel repére, méme non orthonormé, tout plan admet une équation cartésienne de la
forme ax + by + ¢z + d = 0 et toute équation de cette forme est I’équation cartésienne d'un plan,

a

. X ’ & >
lorsque a, b et ¢ ne sont pas tous nuls. Mais, lorsque le repére n'est pas orthonormé, le vecteur n| b
n’est généralement pas un vecteur normal au plan. c

®Si ax+by+cz+d=0 estune équation cartésienne de (), pour tout nombre réel k non nul,
Ielax + by + cz + d) = 0 est aussi une équation cartésienne de [P).
Exemples

2 s
® 2x—y+2z-3=0 estune équation du plan passant par le point A(l) et de vecteur normal r{(—l).
0 1

1
* Le plan passant par 'origine du repére et de vecteur normal ?{(—2), a pour équation cartésienne :
x—2y—3z=0. -3

mmmmems Distance d’'un point & un plan . A

Zs

x x
Soit (?) le plan d’équation ax + by + cz + d = 0 et A(yz). d(A, P) = AH

On se propose de calculer la distance de A & (P).
On sait que cette distance est égale a AH, ol H est le projeté
orthogonal de A sur ().

s

Géométrie analytique de I'espace 147




XX,
Soit (x ; y ; 2) les coordonnées du point H. On a : AH( y- yo).
z-32,
= . . g A=k a T o B
AH, vecteur normal a (%), est colinéaire 4 n| b | ; donc : |AH.n| = AH || nl.
— c
Dion, Ax = 1AL
lInl
.
Or:AH.n =alx~x,) +bly-y,) +clz-z,)
=ax + by + cz - (ax, + by, + cz,)
=— (ax, + by, + cz, + d) (H appartient & (%), donc : ax + by + ¢z + d = 0).

|AFL 7] _lax, + by, + cz, +d|

Izl va? + b2 + 2

Propriété

x
Soit A(yo) un point de ¢ et () le plan d'équation cartésienne ax + by + ¢z + d = 0.

Donc : AH =

o]

. lax, + by, + cz, + d|
La distance du point A au plan (P) est : d(A, P) = —8 - -
vat + b? + ¢

Exemples

1
e Soit (?) le plan d'équation cartésienne 2x — 2y+z—-5=0 et A(—2).
)

d(A, @) = l2x1—g><[—2)+1x1—5! 2%_

V2Z 4 02 412

2 0 0
* Soit OABC un tétragdre tel que : A(O), B(S) et C(D).
0 0 1
On vérifie que le plan (ABC) a pour équation cartésienne
3x+2y+6z—-6=0.
La distance du point O au plan (ABC) est OH tel que :

-6
o0l
V32 + 22 + 82

15}
=

. Systeme d’équations cartésiennes d’'une droite

mmmmmss Infroduction
Soit (P) et (%) deux plans de € d’équations cartésiennes res-
pectives x + 2y +2z—-4=0 et x—y+2z—1=0.

¢ Déterminer deux vecteurs n et n’ normaux respectivement
aux plans (P} et ().

e Vérifier que ces vecteurs ne sont pas colinéaires ; en déduire
la position relative des plans (%) et (P’).

0
* Vérifier que le point A(l) appartient a (?) et (?’) et que
1

2
u( 0 ) est un vecteur directeur de leur droite d’intersection ().
-1
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e En déduire que [A,'Z] est un repére de (&0).
La droite (@) est I’ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y ; 2) vérifient le systéme des équa-
tions cartésiennes des plans () et ().

x+2y+2z—-4=0

On dit que : { est un systéme d’équations cartésiennes de la droite ().
x—-y+2z-1=0

mmmmms Propriété

Plus généralement, toute droite (%) de l'espace peut étre considérée comme étant l'intersection de deux
plans sécants (P) et (P).

Chacun de ces plans admet une équation cartésienne ; le systéme formé par ces deux équations est appe-
16 systéme d’équations cartésiennes de la droite (2).

Pour qu'un systéme de deux équations soit un systéme d'équations cartésiennes d'une droite, il faut que
les deux équations qui le composent soient celles de deux plans sécants , c’est-a-dire que leurs vecteurs
normaux soient non colinéaires.

Propriété
+ Toute droite de l'espace est caractérisée par un systéme de deux équations cartésiennes de plans

ax+by+cz+d=0
delaforme:{ :
ax+by+cz+d =0.

*Si ar+by+cz+d=0 et ax+by+c’z+d =0 sontles équations cartésiennes respectives de deux

ac+by+cz+d=0

plans sécants, alors { est un systéme d’équations cartésiennes de la droite

ax+by+cz+d =0
d’intersection de ces deux plans.

Remargues

e Cette propriété reste valable lorsque le repére n’est pas orthonormé.
» Le choix des deux plans dont I'intersection est une droite donnée n’étant pas unique, ainsi que le choix
des équations caractérisant ces deux plans, une droite admet plusieurs systémes d'équations cartésiennes.

Exemples

e Soit A et B les points de coordonnées respectives (1;1;0) et (0;1;1).
L x—-2y+z+1=0 . > . . d
Vérifier que {x 5 poh g est un systéme d'équations cartésiennes de la droite (AB).

x-y-2z+1=0 5 ——_— - . SR
o { n’est pas un systéme d'équations cartésiennes de droite ; en effet, les deux équations

2x—-2y—4z+1=0 (1)

o
qui le composent sont celles de deux plans paralléles admettant un méme vecteur normal n{-1
=2

x—y=0
. { i 0 est un systéme d’équations cartésiennes de la droite passant par O et de vecteur directeur
x—z=
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ﬁWE Xercices mzro o

1.0 1. Déterminer une équation cartésienne des
plans de repéres (O, 7, 1), (O, i, k) et (O, j, k).

2. Déterminer une equatmn cartésienne des plans
derepéres (A, T (AT i B et (A, 7 Bavec A(z)

3

1
1.b  soitle point A(Z
3

d'équations cartésiennes des droites de repéres
respectifs (A, ), (A, J) et (A, R

). Déterminer un systéme

=2 0 0]
1.c  Soitles points Al 0 |,B{3]etClO].
4] 0 4
Déterminer une équation cartésienne du plan

(ABC).

Ny I e
].d Soit A( 3 ), u(—S), v’( 5) et (?) le plan de
-5 2 2
>

repere (A, u, Ej
1. Déterminer un vecteur n orthogonal & u et v.
2. En déduire une équation cartésienne de ().

1.1

l.g

P A PP 7 o A

2x+z-5=0
est un sys-
2x+y+z—-4=0 o
téme d'équations cartésiennes de la droite
. 2 1
de repere(A, II], ol A(—l) et J( 0 )
1 -2

Démontrer que {

Déterminer un repére de la droite (%) qui a

pour systéme d’équations cartésiennes
x—-2z+3=0

{ x+y—2=0.

Soit ABCDEFGH un cube, I, J et K les mileux
respectifs des aretes [AB] [ ] et [AE]

On pose : AB— u AD— v AE

1. Déterminer une équation cartésienne du
plan (JK) dans le repére (A, o, v, w).

2. Déterminer un systéme d’équations carté-
siennes des droites (IJ), (JK) et (KI) dans ce repere.

Représentations parame

x fa d
Soit le point A(yz), le vecteur u(b) et la droite (@) de repere (A, J).
ZD

c

X — I
Pour tout point M(:) deé,ona: AM(y yo)

Z—Z

(%) est I'ensemble des points M tels que : AM = Au, ot b e R.

- - x=x,+Aa
AM = Au = y=y,+rb Ae R).
z=zu+7u:

T e — R

étriques

. Représentations paramétriques d’une droite

L’espace est muni du repére (0,7, .—]:: .

X, = {a
Soit (%) la droite passant par A(yz) et de vecteur directeur u(b)

ZO
x=x,+\a

C

On dit que le systéme {y =y, +Ab (A& R) estune représentation paramétrique de ().

z=2z,+ Ac
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Bemargues

* Dans cette représentation paramétrique, ) est 'abscisse de M dans le repére (A,'J) de ().
—%
® Le choix de A et de u n'étant pas unique, une droite admet plusieurs représentations paramétriques.

Exemples

2
* La droite (%,) passant par le point A(3) et de vecteur
0

-1
. - # : - L]
directeur u(—l) a pour representation parameétrique
1

x=2-4
{y=3—h (A e R).
z=A
x=2-2)
® Le systéme { y=»X (A € R) est une représentation

z=3 2
paramétrique de la droite (%,) passant par le point B(D) etde
=2 3
vecteur directeur 3( 1 )
0

—2.2.. Représentations paramétriques d’un plan

w” M
A
u 57

x fay |, fa
Soit le point A(yo), les vecteurs u(b), u’(b:), et le plan (%)

o C C

de repere (A, u, ).

e

Pour tout point M(;) deéona: AM( y- yo).
¥4 Z—Z
0

(%) est I'ensemble des points M tels que {AM = AU+ prf’,
oihe Retpe R

_— x=x,+Aa+pua’

— 3 ooyt

AM=Au+uu o {y:yo-f-lb-z-ub’ (A, n) e R2),
Z=2z +Ac+pc’

Détinition

L'espace est muni du repére (0,7, j, k).

X @ . fa’y
Soit (?) le plan passant par A(yg) et de vecteurs directeurs u(b‘) et u ’(b').
z, c <
X =x,+ Aa + pa’
On dit que le systéme { Y=y, +rb+ub" ((, 1) € R?) est une représentation paramétrique de ().
%=z, + Ac+uc’

Eemargues

e Dans cette représentation paramétrique, A et |\ sont les coordonnées de M dans le repére (A,}Ix}’ ) de (P).
o Le choix de A, u et uw n’étant pas unique, un plan admet plusieurs représentations paramétriques.

Exemples
0 1 1 " o —o. 41 ST i

® Soit A(i), B(O) et C(I). Le plan (ABC) admet pour repere (A, AB, AC), avec AB(—l) et AC( 0 )
1 1 0 0 -1
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x=A+L
Le systéme { y=1-»1 ((&, u) € R?) est donc une représentation paramétrique de ce plan.
z=1-1
x=1+2A-1
¢ Le systeme { y=-—3+2\ ((A, 1) € R?) est une représentation paramétrique du plan passant par
z=2+3u
! o =)
le point E(—3), de vecteurs directeurs u(%) et v( g )
2

-.2.3. Lien avec les équations cartésiennes

Nous venons d’apprendre a déterminer des équations cartésiennes et des représentations paramétriques
de droites et de plans de €.

Notre objectif est maintenant de passer d’'un mode de détermination a l’autre.

m Déterminer une représentation paramétrique d'un plan défini par une
équation cartésienne

Soit (?) le plan d’équation cartésienne 2x + y + 2z -4 = 0.
Déterminer une représentation paramétrique de (%).

Solution
1¢ méthode
On pose : x = A et z=p. On en déduit que : y =4 — 2% — 2.
A=
Donc une représentation paramétrique de (%) est : { y=4-21-2u (A, p) e R2).

Z=
2° méthode

On détermine un repére (Q, ¥, v) de (P) ; Q est un point de (P), u et v sont deux vecteurs non colinéaires

N
et orthogonaux au vecteur n( 1), normal a ().
2
iy A% oy
On a, par exemple : Q(D), u( 2 letrv —4)
1 | 1
x=1+
Donc une représentation paramétrique de (%) est : { y=2A = 4u (A, p) € R2).
z=1-L+p

3¢ méthode

On détermine trois points non alignés de (), par exemple les points d’intersection A, B, G de (?) avec
les axes du repére.

Le point A de la droite de repére {O,i’] est tel que :
y=z=0;doll:x=2.
De méme, on aura pour B:x=2z=0,y=4

pourC:x=y=0,z=2,

2 0 0 BT ¥ > {—2
On a donc: A(O), B(4), C(O), AB( 4 ) et AC( 0 )
0 0 2 0 2

it Ty
(A, AB, AC) est un repére du plan ().
Une représentation paramétrique de (%) est donc :

xr=2-2A-2u
{ =l () < 2,
z=2U
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mmmmmm Déterminer une équafion cartésienne d'un plan défini par une
représentation paramétrique

3+A-3u
2\ + 30 ((A, W) € R?).
2 -2

X
Soit (?) le plan de représentation paramétrique { y
%

Déterminer une équation cartésienne de ().

Solution

1™ méthode

Pour trouver une équation cartésienne du plan (%), il suffit
d’éliminer A et u dans le systéme d’équations paramétriques.
On obtient: x+y =3 +3\ et z=2- 2.

On en déduit que : 2(x + y)+3z=2(3 +3)) + 3(2 - 22) = 12.
Donc, une équation cartésienne de () est :
2x+2y+3z-12 =0.

2° méthode
On détermine un point et un vecteur normal de (P).

3 4 s
A(U) e () ; u( 2 ) et v( 3 ) sont des vecteurs
2 —2 0

directeurs de (%).

fa N _
n| b) est un vecteur normal & (?) s'il est orthogonal a weti o,
C

- >

un=20 a+2b—-2c=0
Ona:{>, = {

v.n=0 —-3a+3b=0

Ce systéme admet une infinité de solutions, par exemple :
a=2,b= 2etc= 3.

On en déduit que : 2(x —3) + 2y + 3(z - 2) = 0.

Donc, une équation cartésienne de (%) est :
2x+2y +3z—12=0.

Déterminer un systéme d’équations cartésiennes d’une droite définie
par une représentation paramétrique

x=1+21
Soit (%) la droite de représentation paramétrique { y=1-24 " (A € R).
7==-1+2

Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de (%).

Solution
17 méthode

De la représentation paramétrique de (%), on déduit, par élimination du paramétre A, trois relations entre

les coordonnées x, y et z d’'un point M de (%) :

2y+z—-1=0 : 2x—z~3=0 - xX+y—-2=0.

Ces relations sont des équations cartésiennes de trois plans sécants deux & deux suivant (@).
On en déduit trois systémes d'équations cartésiennes de la droite (%) :

{2};-{-2—1:0 {2y+z~—1=0 {2x—z—3:0-

’

2x—-z-3=0 X+y—2=0 x+y—-2=0
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2¢ méthode i B
(&) a pour repére [A,_uT), ol A( 1 ) et 'u*(—l).
-1 2

> 1 = 4 W W g 0F
n,| —1) et n,| 2 | sont deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux a u.
-1 =k

Soit () et (#,) les plans passant par le point A, de vecteurs normaux respectifs ;{1 et 'nfz.

Pour tout point M@ de€,ona:

Me (@) ¢ AMn, =0 Me (@) < AMn,=0
& -1 -y-1)-(z+1)=0 & 4dx-1)+2@y-1)-(z+1)=0
= x—=Y~z—~1=0 = dx+2y—~z-7=0
Une équation cartésienne de (%,) est donc : Une équation cartésienne de (?,) est donc :
x—y—-z—-1=0; 4x+2y—z—-7=0.

X-y—-z-1=0

Un systéeme d’équations cartésiennes de (%) est dong : { ;
) 4x+2y—z—-7=0

'

Déterminer une représentation paramétrique d’une droite définie par
un systéme d’équations cartésiennes

xX+y-z-3=0

1. Démontrer que { est un systéme d’équations cartésiennes d’une droite (%).

X-y+32+3=0
2. Déterminer une représentation paramétrique de (%).

Solution

s L1
1. Le systéme est composé des équations de deux plans, de vecteurs normaux : n| 1 ) et n’(— )
-1 3
Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans sont sécants suivant une droite (&).
2. 1™ méthode
On pose : z= A et on exprime x et y en fonction de A.

X+y=A+3 x==2
Onobtient:{x—y:—B?L—S = {y=3+21
=ik, z=A
x==A
Une représentation paramétrique de (&) est donc : { y=3+2A (A e R).
z=2%

2¢ méthode 1 2
On détermine deux points de (%), par exemple : A( 1 ) et B(—l).
-1 —2
On en déduit que (A, A]';‘), oll Aﬁ(—z), est un repére de (%).
-1

x=1+A
Une représentation paramétrique de (&) est donc : { y=1-2A (A e R).
z=—1~A
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2.a

2b

1. Déterminer une représentation paramétrique

de chaque axe du repére.

2. Déterminer une représentation paramétrique

5 == e 2

des plans de repéres (O, z,f], 0.4, k)et (O, k, 7).
" . 1 - >

Soit le point A[-3 | et les vecteurs u, v et w

> % e e e

telsque u=i—j+ 2k, v=i—jetw=j+2k

1. Déterminer une représentation paramétrique

de la droite de repére (A, II].

2, Déterminer une représentation paramétrique

5
du plan de repére (A, v, w).

1. Déterminer un repére de la droite de repré-
sentation paramétrique

x=3+2A
y=2+2
Z=—=1-\

Ae R).

2. Déterminer un repére du plan de représenta-
tion paramétrique

x=2-A+3
{y 14 R — zu (A, 1) e R2)

z=—2A—U

2.d

2e

2k

1. Déterminer une représentation paramétrique
des plans d’équations cartésiennes :
alx—-z+2=0 i bl2x—y+3z+1=0;
c)]x—3y+2z—-2=0; d)2x+3y+8=0.
2. Déterminer une représentation paramétrique
de la droite qui a pour systéme d’équations car-
tésiennes :

x—-y—2z+3=0
{ xX+y+z—2=0.

Déterminer un systéme d’équations carté-
siennes de la droite de représentation paramé-

trique: (x=-2+A
y=1+3L (heR). a
Z=3—2%

Déterminer une représentation paramétrique

du plan (%) passant par A(_z et orthogonal a

la droite (%) qui a pour systéme d’équations
cartésiennes: (x—2y+z=0
{2x—y+z—1 =0.

Y Positions relatives de droites

Sur des exemples, nous allons étudier des cas de parallélisme, d’orthogonalité, ou des intersections de
droites et de plans, ceux-ci étant déterminés tantét par des équations cartésiennes, tantét par des représen-
tations paramétriques. L'objectif de la legon n'est pas de dresser un catalogue exhaustif de toutes les situa-
tions qui peuvent se présenter, mais d'acquérir une maitrise de I'outil analytique en géométrie de I'espace.

smmmmm Introduction

. Positions relatives de deux droites

Soit (%) et (%) deux droites de €, de repéres respectifs [A,ﬂ) et [B,'i;’].

=

—r —r e
u et v colinéaires

= e n T i
u et v non colinéaires

AB ,uetv coplanaires

e o .
AB, u et v non coplanaires
(9?3)

,

[[C]

AB colinéaire a u et v ]

) et (9°) sont paralléles
(@ ] lorsque, de plus,

(%) et (%') sont sécantes

A 78
(D)

\
1
1
1
1
\\

(&) et (2°) sont non coplanaires

Géométrie analytique de I'espace 155




Bemargue

Siw.v =0 alors (%) et (%°] sont orthogonales.

mummmm Exemples

Soit (%), (%), (%”) les droites de représentations paramétriques respectives :
A= x=2u x=1
{y=1+7u (A e R), {y=2—4p (ke R), {y:l-ZV (v e R).
z=-2\ £2=2-21 z=-1+4v
1°) Démontrer que les droites (%) et (2”) sont strictement paralléles.
2°) Démontrer que les droites (%°) et (%) sont sécantes en un point A dont on calculera les coordonnées.
3°) a) Démontrer que les droites (%) et (2’) sont non coplanaires.

b) Démontrer que les droites (%) et (2°) sont orthogonales.

Solution

{0 0
1°) Les droites (&) et (%) ont pour vecteurs directeurs respectifs J( 1 ) et :,3(—2).
4

-2
Ces vecteurs sont colinéaires, donc (%) et (37) sont paralleles.
De plus, tout point de (%) a pour abscisse 3 et M
tout point de (%”) a pour abscisse 1. ("13 )
Dongc, les droites (%) et (9”) sont strictement €n)
paralleles. % ;

2°) Les droites (9) et (%”) ont pour vecteurs direc- LW
i 2 =f 8 % x
teurs respectifs v| —4 | et w|—2). ‘\ -
-2 4 ¥
Ces vecteurs sont non colinéaires, donc (%’) et ] 1
(%) sont sécantes ou non coplanaires.

-
.

() et (2”) ont un point commun si et seulement
s'il existe deux nombres réels o et v tels que : i

g=x T AR DNbES ;
{2—4u=1—2v

2-2u=—1+4v.

Ly
PR

1
Ce systéme admet un couple solution : ( % ;1?] : donc (9°) et (%) sont'sécantes en A(O).
1

0 2
3. a) Les droites (%) et (%°) ont pour vecteurs directeurs respectifs Z( 1 ) et 17(-4).
—2 -2
Ces vecteurs sont non colinéaires, donc (%) et (9%°) sont sécantes ou non coplanaires.

(%) et (%’) ont un point commun si et seulement s'il existe deux nombres réels A et |t tels que :
3=2u

{ 1T+A=2-4u
~2A=2-2

Ce systéme n'a pas de solution, donc (%) et (%°) sont non coplanaires.

b)Ona: wr=0 ; donc, (@) et (%) sont orthogonales,
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—3.2. Positions relatives d’'une droite et d’'un plan

mmmmmm Intfroduction

Soit (%) une droite de repére (A

%) un plan passant par B, de vecteur normal 7.

AB.n#0
A s
- u
(@)
4
n L/'
B &
P
(@) et ()
sont strictement paralléles

=

AB.n=0

(%) est incluse dans (P)

—> >

un#0

()

u

(%) et (9P) sont sécants

B emarque

Siu et n sont colinéaires, alors (%) et (P) sont orthogonaux.

Soit (%) une droite de repére (A,_'J] et (%) un plan de repére (B,'z_;, w

=

)

= — -
AB, v et w non coplanaires

A >
@) =
L/ w’ /
i
@ B
(@) et (P)

sont strictement paralléles

> > -
u,v et w coplanaires

o =
AB, vetw coplanaires

u’i > y
B/v/:/
u
55 A

(%) est incluse dans (%)

T -
u,v et w non coplanaires

(@)

A
o
w 4

(%) et (%) sont sécants

Remargue

Siuv=ww= 0, alors (%) et (P) sont orthogonaux.

memmmm Exemples

Soit (2) et (%) les droites de représentations paramétriques respectives :

x=2-2\A x=1-u
{y=27t Ae R) et {y=2-2u L e R).

z=2-=3A

z=1+20

Soit (?) le plan d’équation cartésienne 2x + y + 2z - 4 = 0.

1°) Démontrer que la droite (%) et le plan (%) sont sécants en un point A dont on déterminera les coor-

données.

2°) Démontrer que la droite (%°) et le plan (?) sont strictement paralléles.

3°) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A et orthogonale a ().
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Solution
sl 2
1°) uf 2 | est un vecteur directeur de la droite (@) et n| 1 | est un vecteur normal au plan (%).
-3 2

Ona:un#0 ; dong, (%) et (P) sont sécants.

Les coordonnées de leur point d’intersection vérifient les équations de (@) et de ().
Ona:2(2-2M)+(20)+22-30)-4=0 & i=1.

: . 1 (<)~

Donc, (%) et () sont sécants en A % s

L2 % g
2°) La droite (%) a pour repére (B,u’), avec B(2) et u’(—z :
1 2
Ona:u.n=0 ; donc (%°) et (P) sont parallgles.

De plus, les coordonnées du point B ne vérifient pas
I’équation de (?) : donc, B ¢ ().

(9°) et (P) sont donc strictement parallles.
3°) (A, ?;] est un repére de la droite (A).
Cette droite a donc pour représentation paramétrique
=1+ 2
{ y=1+21A A e R).
Z= 1? + 2A

—3.3., Positions relatives de deux plans

pmmmmm Infroduction

Soit (?) un plan passant par A, de vecteur normal 7 et (%*) un plan passant par B, de vecteur normal r'.

> ~3 i = —, : et
n et n’ colinéaires n et n” non colinéaires
>

AB.7 #0 (etAB.7 = 0) AB 7 —AB 0

fﬁj (B

(P) et (#7)
sont strictement paralléles

(%) et (#’) sont confondus () et (P’) sont sécants

Remargue

Sin.n =0 alors (P) et (%’) sont orthogonaux.
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mmmm Exemples

e

Soit () et (#°) les plans d'équations cartésiennes respectives 2x + y + 2z-6=0 et 2x—2y -z + 3 =0.

1°) a) Démontrer que les plans (?) et (?’) sont sécants et déterminer une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection (A).

b) Démontrer que les plans () et (?’) sont perpendiculaires.

0
2°) Déterminer une représentation paramétrique du plan (IT) passant par le point A(Z) et paralléle au
1

plan ().

Solution : g

1°) a) Les plans (?) et (%’) ont pour vecteurs normaux respectifs nf( 1) et n*(—z).
2 1

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires ; donc, les plans () et (P’) sont sécants.

Leur droite d’intersection (A) a pour systéme d’équations

) 2x+y+2z—-6=0
cartésiennes
2x=2y—=z+3=0.

Pour déterminer une représentation paramétrique de
cette droite, on peut poser z =2 dans le systéme précé-
dent et exprimer x et y en fonction de A.
2x+y=6-2A X = 3?
Onobtient:{Zx—2y=—3+?\. = { y=3-—
zZ=M = A

1
-
A

Donc, une représentation paramétrique de (A) est :
K= —32- - %?L

{ y=3-»1 (A e R).
Z=A

B)Ona:nn =0 ; donc, les plans (%) et (%) sont per- 3
pendiculaires.

2°) Pour étre paralléles, les plans (I1) et (%) doivent avoir
T2
le méme vecteur normal n| 1 |.
2
On en déduit une équation cartésienne du plan (I1) :

2x+(y-2)+2(z-1)=0;

Cest-d-dire: 2x+y+2z-4=0.

Pour déterminer une représentation paramétrique de
(TT), on peut poser: x = A et z = .

On en déduit que : y = 4 — 24 — 2.

Donc, une représentation paramétrique de (IT) est :

x=2A
{y=4—2k—2u (A, p) e R?)
Z=U
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3b

f%%E XercCICes Borr  rnsit

Soit (%) la droite de
trique { x=1-2)%

représentation paramé-

y=2+2x (Ae R)

z=—-1-3L
et (9°) la droite qui a pour systéme d’équations
cartésiennes
X+y—-z—-6=0
{Zx—y—z+1=0.
Démontrer que ces droites sont sécantes en un
point dont on déterminera les coordonnées.

Soit (&) et (%°) les droites qui ont pour sys-
témes d’équations cartésiennes respectifs :

2x+y=2
et{

{x+y-z+3={]
y—2z=0.

=1
1. Démontrer que ces droites sont strictement

paralléles.
2. Déterminer une équation cartésienne du

X+ z

plan déterminé par ces deux droites.

Soit (%) la droite qui a pour systéme d’équa-
tions cartésiennes
xX+y—-2z+1=0
{x —-2y+z+1=20
et () le plan de représentation paramétrique
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DA A A AT 7 P A

x:l+k
{y:Z— (A, 1) e R?).

z=-=1-2p
Démontrer que (%) et () sont sécants en un

point dont on déterminera les coordonnées.

Soit () et (?°) les plans de représentations
paramétriques respectives :

x=—1+2k+p
{y=1+l—u (&, p) € RY).
z=1-20+4
xr=2-A-21
et{y=1+}.ﬁ|.1 ((x, p) e R2)..
z=2h—-1

1. Déterminer une équation cartésienne de
chacun des plans (?) et (?’) et démontrer qu'ils
sont sécants.

2, Déterminer une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection.

Soit () le plan d’équation cartésienne

x—-2y+2z=6.

1. Déterminer une représentation paramétrique

de la droite d’intersection (A) de ce plan avec
3 e

le plan de repére (O, 1, j).

2, Déterminer une équation cartésienne du plan

(?’) perpendiculaire a (%) et contenant (A).

- y




Dans les exercices qui suivent, sauf indication contraire,
; 3 ey T T
Pespace € est muni du repére orthonormé (0,1, j, k).

APPRENTISSAGE

E quations cartésiennes de
droites et plans

5 4 2
1 On considére les points A(2), B(—2? et C( 4 )
3 1 -

Déterminer une équation cartésienne du plan passant
par le point C et orthogonal a la droite (AB).
-1 1 1
2 On considére les points A| 1 ), B(vl) et C( 1C).
1 =1
1. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC)
2. Déterminer une équation cartésienne du plan pas-
sant par O et paralléle au plan (ABC).

3 1. Déterminer le nombre réel k pour que le plan
(@;) d’équation cartésienne 2x — y + z — kc = 0 passe par
le point A de coordonnées (-2 ; 0 ; —4).
2. Démontrer que les plans (#;) sont paralléles entre eux.

& Soit () le plan d’équation cartésienne
2x—y+3z-6=0,
1. Déterminer trois points de () dont les coordonnées
[ ; y ; z) sont des nombres entiers relatifs.
2. Placer ces points sur une figure.

5 Déterminer un systéme d'équations cartésiennes

= 1
de la droite passant par les points A(—l) et B( 2 )
2

-3
1 2

6 On considere les points A[ 1] et B[ 3 ).
1 2

1. Déterminer un systéme d'équations cartesiennes de
la droite (AB).

2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de
(ABLaY}jac chacun des plans de repéres (O, i, j ), (O, j, k),
Ok, i).

Représentations
paramétriques

xercices’

1. Déterminer une représentation paramétrique de cha-
cune des droites (OA), (OB) et (AB).

2. Déterminer une représentation paramétrique du plan
(OAB).

8 Déterminer I'ensemble des points M@ tels que :

x=—-3+2A
a}{y:‘lJrl (Ae R);

Z=—X

x=—3+2A
b){y=1+h (A e R,

Z=—A

9 Soit (?) le plan de représentation paramétrique
x=—-1-3%
{ y=—1-20+2p
z=1+6U
1. Déterminer les coordonnées des points d’intersection

de () avec les axes du repére.
2. Déterminer une équation cartésienne de ().

(A p) € R?).

10 soit (@) la droite de représentation paramétrique

x=-5+3A
{y=5—47\. (A e R).
z=-—15+ 124

—2 1
1. Vérifier que les points A( 1 ) et B(—-3) appartiennent
a la droite (%). 9
2. Déterminer les coordonnées des points M, et M, de
la droite (%) tels que : AM, = AM, =13,

11 Soit (%) le plan de représentation paramétrique
x=—1+2A-p
{9‘=—7L+l-l (A W e R).

z=2+A-2

0 2 ~3
1. Démontrer que les points A(D), B(—Z) et C( 1) ap-

. 1 5 1
partiennent au plan ().
2. Déterminer A et p pour que le point de paramétres A
et 1 soit le centre gravité du triangle ABC.

Diistance d’un point a un plan

4
12 soit Al 2 ) et (%) le plan d'équation cartésienne
—1
3x—4y+6=0.
Calculer la distance du point A au plan (#).
) —1 —2
13 On considere les points A[ 1 | et B[ 0.
3
Déterminer une équation cartésienne de I'ensemble des
points M| y| tels que : MA = MB.
Quelle est la nature de cet ensemble 7

14 Soit (@) le plan d'équation x +4y—-z-4=0
et (%) la droite qui a pour systéme d'équations

x—y=0
y—z=0.

Déterminer un point M de (%) tel que : d(M, P) = 2.
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0

2 0 0
15 0n considere les points A 0], BQ) et G(O).
0 1
C).

Calculer la distance du point O au plan (A

Positions relatives de droites
et de plans

16 soit (2,) et (2,) les plans d'équations respectives
X+y+z=0 et x+y—-2z+1=0.
Démontrer que (?,) et (P,) sont sécants et déterminer
une représentation paramétrique de leur droite d'inter-
section.

17 soit (@) et (2,) les droites de représentations
paramétriques respectives

x==2X x=2-2u
{y:l e R) et {y:l—u (Le R).
Zi= Z=—Q

1. Démontrer que (2,) et (3,) sont non coplanaires.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (?)
contenant (&,) et paralléle & (@)

18 soit (%) et (9°) les droites de représentations
paramétriques respectives :

x=2-3)\ x=2+p
{y:S—A e R et{y=1+u (Le R).
Z=—3+2) z=-1-1

Démontrer que (%) et (3°) sont sécantes et déterminer
une équation cartésienne du plan déterminé par ces
deux droites.

19 soit (?) le plan d'équation cartésienne
xX+y+z=0,
1. Déterminer une équation cartésienne du plan passant
1

par le point A{-1] et parallzle a ().

2. a) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (9) passant par A et orthogonale a ().
b) Déterminer le point d’intersection de (@) et (2).

20 soit (?) le plan d'équation x—y +3=0 et (@)

la droite qui a pour systéme d'équations

X—2—-2=0

2x+y—-3z+1=0.
1. Démontrer que (3) est parallele a ().
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (I1)
contenant (%) et perpendiculaire a ().
3. Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (A), intersection de (%) et (17).

21 soit (%) 1a droite de représentation paramétrique

xX=—1+24
{ Yy=3-21 (Ae R)et(@)]ladroite qui a pour systéme
z=—1+3A

X—-y+2z-3=0

xX+y—z=0.

1. Démontrer que ces droites ne sont pas coplanaires.
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (?)
contenant (3) et paralléle a (3").

d’équations {

22 soit (%) la droite qui a pour systdme d’équa-
tions: {x-y+z=0
X+y—-z=0.
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1. Déterminer un systéme d'équations cartésiennes de
1

la droite (") passant par le point A[ 2 | et parallele a (@),
-3

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (%)
contenant (%) et (&).

- 2

23 soit (?) le plan de repére Az, 3], ol A(Hl),
SIS 0
f[(—3), v(~1) et (%) la droite qui a pour systéme d’équa-
2 3 { X—-2y+z+1=0
tions cartésiennes :
x+y+z=0.

Déterminer l'intersection de () et ().

24 soit (%) la droite admettant pour systéme
d'équations cartésiennes: ( x+y+z=3
X+ 2y + 3z = 6.
1. Déterminer une équation cartésienne du plan (%) passant

par le point A[ 2 ] et orthogonal a (@).
2. Déterminer 1'§ntersection de (%) et (@).

25 Dsterminer un systéme d'équations cartésiennes
de la droite (%) passant par le point A(—_-l et orthogo-
nale au plan (P) d’équation 2x -y — 2z +21 =10

26 soit (#) le plan d’équation 2x + 3y +z £ 1=0
et (#) le plan de représentation paraméirique

x=1+2A+p
{y:Z—k+u ((A, u) € R2).
z=—A-5u

Démontrer que ces plans sont parallales.

27 soit (@) et (%) les droites qui ont respective-
ment pour systémes d'équations cartésiennes
dx—-y—z+2=0 x+y+1=0
{y-z—Z:O = {x—Zz:O.
Démontrer que ces droites sont orthogonales. Sont-elles
sécantes ? Si oui, déterminer leur point d’intersection.

APPROFONDISSEMENT :

28 () et (%) sont les plans d’équations respectives
X+y~z=0 et 2x—y+z-3=0.
1. Démontrer que ces plans sont perpendiculaires.

2. Calculer les distances respectives du point Al 1 ) a
() et a (). -1

3. En déduire la distance du point A & la droite (A),
intersection des plans (%) et (%’).

29 soit (?) et (#°) les plans d'équations respectives
2x—4y+2z+3=0 et x-2y+z—-3=0,
1. Justifier que ces plans sont parallzles.
2. Soit (%) une droite orthogonale aux plans (%) et (&),

x x
M(y) et M(gh) les points d’intersection de (%) respecti-
Z
vement avec (P) et ().

a) Démontrer qu’il existe un nombre réel k tel que :

Xr=x+k

{ Y =y-2k  Déterminer k.
Z=z+k

b) Calculer MM,



30 soit a et b deux nombres réels.

1. On considere le systeme :

x+y+z=0
{ ax+y+z+b=0.
Pour quelles valeurs de a ce systéme est-il un systéme
d'équations cartésiennes d'une droite ?
2. Cette condition étant réalisée, on désigne par (%) une
telle droite et on considere la droite (%) de représentation

x=1
paraméuique:{y::—3+b7t re R).
z=—1+A

Pour quelles valeurs de a et b les droites (@) et (&)
sont-elles parallgles ? sécantes ? non coplanaires ?

31 Projection orthogonale d'un angle droit
(%) est le plan d’équation x +y +z=0.
Etant donné un point M, on désigne par M’ le projeté
orthogonal de M sur ().

x
1. Soit M@ et M(gz;'

Démontrer que: | y' =

-3 w1
On désigne par A, B’ et C’ les projetés orthogonaux res-
pectifs de A, B et C sur (P).
a) Démontrer que la droite (AB) est parallle au plan ().
b) Calculer les coordonnées des points A', B’ et C’ et
démontrer que BAC et B’A’C’ sont des angles droits.

0 -1 2
2. On donne les points A| -1 |, B(HZ) et C( 5 )
=5

32 ABCDEF est un prisme & base triangulaire. On
désigne par G le centre de gravité du triangle ABC et par
G’ celui du triangle DEF.

1. Déterminer une représentation paramétrique des droites
(AG') et (DG) dans le repére (A, AB, AG, AD).

2. Démonirer que les droites (AG’) et (DG) sont sécantes
en un point dont on déterminera les coordonnées dans
le repére précédent.

33 Soit ABCDEFGH un pavé.

On désigne par I, ], K et L les points définis par:

- e = Bl e M| —> —> >

Al=+ AB, H] =5 HG, EK = 5- EF et DL=0DC (x e R).

1. Déterminer une représentation paramétrique des droites
— > >

(I]) et (KL) dans le repére (A, AB, AD, AE).

2. Déterminer le nombre réel o pour que les droites (IJ)
et (KL) soient sécantes.

34 Soit ABCDEFGH un cube,
1. Déterminer, dans le repére (A, AB, AD AE) une équa-
tion cartésienne du plan (BDE) et une représentation
paramétrique de la droite (AG).

DY g -~ ---3C

2. Démontrer que la droite (AG) est orthogonale aun plan
(BDE) et le coupe en un point I tel que : Al = -3— AL

35 soit ABCDEFGH unjave
On pose : AB =, AD =, AE
1. Déterminer, en fonction de u, o, v un couple de vec-
teurs directeurs des plans (GDB) et (CFA), ainsi qu'un
vecteur directeur de l'intersection de ces deux plans.
2, Déterminer une représentation paramétrique de
(GDB) et (CFA), ainsi que de la droite d’intersection de
ces deux plans.

36 Faisceaux de plans
() est le plan d’equatlon cartésienne :
x-2y—2z+3=
Soit A et B deux poi_nts distincts de €.
1. On suppose que la droite (AB) et le plan (%) ne sont
pas orthogonaux.
Démontrer qu’il existe un unique plan (IT) passant par
A, B et perpendiculaire a ().

Application
4 5

Soit Al 4| etB (—2). Déterminer une équation cartésienne
2 0

de (10).

2. On suppose que la droite (AB) et le plan (%) sont

orthogonaux.

a) Démontrer que tout plan (IT) passant par A et B est

perpendichﬂajre a (‘;J’}.

b) Soit A(4) et B(z
2 0

une équation cartésienne de la forme :

M2x +y—12) + n(2x + z—10) = 0, ot (A, ) e R

L'ensemble des plans (I1), contenant une méme droite

(AB], est appelé faisceau de plans.

). Démontrer que tout plan (IT) a

37 perpendiculaire commune 4 deux droites
(@) et (@) sont les droites de r%peres respectifs (A,1) et

2
(B, v]avec A(—l) B(O), J(l), v.(l)
4 1 2

1. Déterminer une représentation paramétrique de (%) et
(@) et démontrer que ces droites sont non coplanaires.
2. Démontrer qu’il existe un unique point I de (%) et un
unique point J de (%°) tels que la droite [I]] soit perpen-
diculaire aux droites (@) et (@°).

Déterminer les coordonnées de ces deux points.

3. Soit M et N deux pomts respectlfs de (@) et (@7).

On pose : M=o uet ]N B 0.

a) Calculer MN? en fonction de o et B.

b) En déduire que la valeur minimale de la distance MN
est obtenue lorsque M estenIet Nen J.

IJ est appelée distance entre les droites (%) et (9’).
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38 Hauteurs d’un tétraddre orthocentrique
On considére les points

2 0 -3 0
A(—), B(S), c(_l) ot D(G).

0 0 0 4
1. Vérifier que les arétes opposées du tétragdre ABCD
sont orthogonales deux 4 deux.
2. Calculer les coordonnées des vecteurs D+A DB et DC
en déduire les coordonnées de vecteurs n,, n, et n3 nor-
maux respectivement aux plans (DBC), (DCA) et (DAB).
3. Déterminer une représentation paramétrique des
hauteurs (AA’), (BB’) et (CC’) du tétraddre ABCD.
4. Démontrer que les droites (AA’), (BB’) et (CC") passent
par un point IT situé appartenant 4 la droite de repére
08
En déduire que les hauteurs de ce tétragdre sont
concourantes.

39 Sphere circonscrite & un tétraédre
Soit ABCD un tétraédre tel que :

0 2 0 —
A(G), B(— ) C(z) et D( 0).

4 0 0 0
1. Soit I, J, K les milieux respectifs des arétes [AB],
[AC], [AD] et (@), (@,), (#,) les plans médiateurs res-
pectifs de ces arétes.
a] Calculer, les coordonnées des paints I, J, K, puis des
vecteurs AB, AC, AD et déterminer une équation carté-
sienne de (?,), (P,) et (P 2l
bj Démontrer que ces plans ont un seul point commun
Q, dont on calculera les coordonnées.
2. Démontrer que Q est le centre d'une sphére dont on
calculera le rayon et qui passe par les sommets A, B, C
et D du tétragdre.

2 1
A0 0n considere le point A[-1| et le vecteur o[ 2 |.
3

Déterminer une équation cartésienne de ’ensemble des
—

points M vérifiant : AM. 7 = 3.

Quelle est la nature de cet ensemble ?
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3 2
Déterminer une équation cartésienne de I'’ensemble des
points M vérifiant : MAZ — MB? = 6
Quelle est la nature de cet ensemble ?

2 3 1.
A2 On considare les points A(—), B 1) et C(Z).
3 2 3
Déterminer une équation cartésienne de ’ensemble des
points M vérifiant : MA? + MB2 — 2 MC2 = 12,
Quelle est la nature de cet ensemble ?

2 3
81 0On considere les points A(—i) et B(I).

&3 Soit OABC un tétraédre dont les arétes issues
de O sont deux a deux perpendiculaires (on dit que
OABC est un tétragdre trirectangle en O).

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O,f}:'k*].
Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives
(a;0;0),(0;b;0)et(0;0;c), avec abe £ 0.

1. Démontrer que le plan (ABC) admet pour équation :
x + L + 2o 1.

a b ¢

2. Soit H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC).
Déterminer les coordonnées de H et vérifier que H est
I'orthocentre du triangle ABC.

; L g B b
3. Démontrer que : O = DAZ £ OB X ocE

R R ...,
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Introduction

I-’objecﬁf de ce chapitre est de préciser les nofions de foncfion et d '‘ap-
plication que nous refrouverons en analyse, en géomérie et dans les pro-
blémes de dénombrement. Sans en faire une éude exhaustive, nous défi-
nirons les injecfions, les surjections et la composition des fonctions, Nous
ferminerons en étudiont quelques aspects particuliers des fonctions numé-

riques d'une variable réelle.
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—J1.1. Fonctions et applications

mmmmmsm Inifroduction

(€) est un cercle de centre O et (%) une droite ne passant pas par O.
A tout point M de (€), on associe, lorsqu'il existe, le point M’ de (%)
tel que O, M et M’ sont alignés.

On désigne par A et B les points d'intersection de (%) avec la droite
parallele a (@) passant par O.

e Soit f: (€) — (@) ; fest une fonction dont I'ensemble de définition
M—M
n'est pas l'ensemble de départ.

e Soit g : (€)\{A, B} — (9) ; g est une fonction dont 'ensemble de
Me— M

définition est I'ensemble de départ.

On dit que g est une application de (6)\{A, B} vers (¥).

Remarque

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :

— elles ont méme ensemble de départ et méme ensemble d'arrivée ;
- elles ont méme ensemble de définition D ;

- pour tout a, élément de D, on a : fla) = g(a).

memmmmm Restriction, prolongement d‘une fonction
Soitf:R—-R et g: R, >R
x|l -2 x> x -2
Ona :Df= Jmeo;=2luf2;4+ [ et Dg=[2;+oo[;
Donc : D, < Df; de plus, pour tout x élément de D » on a : g(x) = flx).
On dit que g est la restriction de fa R,. On dit aussi que f est un prolongement de g a R.

Détinitions _ '

Soit f une fonction de E vers F et E’ une partie de E.

* On appelle restriction de fa E’ la fonctiong: E' > F

a— f(a).
* fest alors appelé prolongement de g a E.

Remarque

Si I'ensemble de définition de f est Dy, alors celui de g est Dy N E.
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—1.2. Composition des fonctions

mummmm Définition
Soitf: R—> R et g:R-R.
2+ 1
x—>x2-1 —> 2

On se propose de calculer g(flx)].
Ce calcul est possible 51 et seulement si f(x) appartient a D,.
Ona:flx)e D, < x2-1=20

= e RvE=1 ;1)

2 — —_—
Pour tout x élément de R\{-1; 1}, on a : g[flx)] = 2 -1)+1 = 22— 1

xt -1 -1
On définit ainsi une fonction, appelée composée de f par g
x?—1

et notée g o f, telle que : g o flx) =
S ! —2 ]
Son ensemble de définition est : Dy or=R\M-1;1} % flx gitx)

On peut illustrer la composition des deux fonctions
par le schéma ci-contre.

gof
On détermine de maniére analogue f 0 g.

Dfog = R* et, pour tout x élément de R*, ona: f o g(x) = flg(x)] =(

2x2—1)2 L
= .

On remarque que: g of#fog.

 Détinition i : :
Soit E, F, G trois ensembles, f une fonction de E vers F et g une fonction de F vers G.

On appelle composée de f par g la fonction de E vers G, notée g o f et définie, pour tout élément a de E
telque a e D et fla)Je D g Par:g o fla) = glflall.

B emarque

Soit f une fonction de E vers F, Idy et Idy, les applications identiques’ respectives des ensembles E et F.
Ona:foldp=Id;of=f

mummmsw Propriété

Soit f, g et h les fonctions de R vers R définies par: fix) = sin x, glo) =22 + 2 et hAlx) =—3x—1.
e Déterminer la fonction g o f; puis la fonction h o (g o f.

e Déterminer la fonction h o g, puis la fonction (h o g) o /.

¢ En déduire que: ho(gofl=(hog)of

Plus généralement, nous admettons la propriété suivante.

Propriété ;

Soit fune fonction de E vers F, g une fonction de F vers G et h une fonction de G vers H.
Ona:holgofl=(hog)of.

On dit que la composition des fonctions est associative.
Onnofe :hofgofl=(hoglof=hogof

L L'application identique (ou identité) d'un ensemble E est I'application de E vers E qui, a tout élément de E ussocie ce méme élément.
On la note généralement Id;.
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WExercices Bt

l.a  Soit fla fonction de R vers R définie par :
flx) = |x—2].
Parmi les fonctions de R vers R suivantes,
déterminer celles qui sont égales a f.

— S
W= Bt LR
cjk[x)=1m’ ) = {24z +4

+3

1.b  Parmi les fonctions suivantes, préciser celles
qui sont des applications.

af:R—=R ; Dlg:R—=R 3
x - |x X—x—\x
c)h:[2;+0] >R ; dlk:[0;+0] >R
x> Jx-2 g b

x—-1

l.c  Soit fla fonction de R vers R définie par :
fx) = e —1] + 213 — /.
Déterminer l'application affine g qui a méme
restriction que f'sur I'intervalle [1 ; 3].

1 d On considére les fon_gt_iqns fetgdeR vers R

définies par : flx) AETL o gle) = [££1
yx—=1 -1

1. Déterminer les ensembles de définition des
fonctions fet g.

2. Déterminer la plus grande partie E de R sur
laquelle fet g ont la méme restriction.

1.e  Soit aet b deux nombres réels. On considére les
fonctions fet g de R vers R définies par :
flx)=—2x+3 et glx)=ax +b.

1. Pour tout nombre réel x, calculer g o fix) et
foglx).

2. Déterminer un couple (a, b) de nombres réels
telque:gof=fog.

1.5 soitf: Rz > R2.
(x, y) = (- x + 3y, 3x — 4y)
Pour tout couple (x, y) de nombres réels, déter-
miner fo Ax, y).

= Infroduction

Soit (%) la courbe d'équation : y = x2 — 1.

e — S

Dans chacun des cas suivants, fest I'application de E vers F définie par: flx) = x% — 1.
On se propose de déterminer, graphiquement et selon les ensembles E et F, le nombre d'antécédents par

fd'un nombre réel m.
lercaS:E=lR+,F=|R

(€)

® Sim < -1, mn'a pas d'antécédent dans R =

e Sim=-1, maun antécédent dans R..

Tout élément de R a donc au plus un antécédent
dans R,.

On dit que l'application f'est une injection.
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2fcas:E=R, F=[-1:+ ¢
(€)

® 5im=—1, ma un antécédent dans R.

° Sim=-1, ma deux antécédents dans R.

Tout élément de [- 1 ; + «[ a donc au moins un
antécédent dans R.

On dit que l'applic:ation‘ fest une surjection.




3cas:E=R,F=[-1;+¢] 42cas :E=R,F=R
(€) |F

. O I
=

Tout élément de [~ 1 ; + o[ a un antécédent unique | o Si m <—1, mn'a pas d'antécédent dans R, donc
dans R,. fn'est pas une surjection.

On dit que l'application f'est une bijection. ° Sim =—1, ma un antécédent dans R.

® Si m>-1, m a deux antécédents dans R, donc f
n'est pas une injection.

Définitions et propriété
Détinitions
Soit fune application de E vers E

* On dit que fest une injection (ou fest injective) si tout élément de F a au plus un antécédent par f.
* On dit que f'est une surjection (ou f'est surjective) si tout élément de F a au moins un antécédent par f;

Bemargue

Une application f de E vers F est surjective si et seulement si flE) = F.

Exemples
e Soit 'application f: R*— R.
x>t
x
0 n'a pas d'antécédent par f; donc fn'est pas surjective.
Pour tout nombre réel y non nul, L st I'unique antécédent de y par f.
! Donc tout élément y de R a au plus un antécédent par f; fest injective.
e La projection orthogonale est une application surjective mais non M
: injective.
()

Propriéte

Soit fune application de E vers F.
fest injective si et seulement si, pour tous éléments a et b de E,ona: fla)=flb) = a=>h.

Cette propriété esl une conséquence direcle de la définition.

* Remargue
i

Cette propriété peut également s’énoncer de la fagon suivante.
« fest injective si ef seulement si, pour tous éléments aetbh deE,ona:a#b = fla)#flb). »
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R ——— |

Soit (p) et (g) deux propositions.
- Les implications [(p) = (g)] et [(non g} = (non p)] sont équivalentes.

On dit que l'une est la contraposée de I'autre.

Exemple
Dans la propriété précédente :
(p): «fla) =fib) » et (@:«a=b»:
(non p) : « fla) = fib) » et (mongqg): «a=h».
Donc: [fla) = fib) = a =b] équivauta [a=bh= fla) = fib)].

. Bijections

mmmpmss Propriété

Soit O un point du plan, k un nombre réel non nul et h I'homothétie de centre O et de rapport k.
> >
Tout point M’ du plan a pour antécédent le point M tel que : OM = 71— OM’ ; h est donc surjective.

De plus, pour tous points M et N, d'images respectives M’ et N, on a :
M#N =MN# 0
S - > — e
=M'N’" =0 (car M'N’ = It MN)
=M =N
h est donc injective.

Par ailleurs, on sait que h est une bijection.

Soit fune application de E vers F.
f est une bijection (ou est bijective) si et seulement si elle est injective et surjective.

En effet, fest bijective si et seulement si tout élément de F a un unique antécédent par f dans E, ¢’est-a-dire
si et seulement si tout élément de F a au plus et au moins un antécédent par f. )

mmmmmm Bijection réciproque d'une bijection

Soit une bijection f: E — F.
x—=y
On a: — d'une part, tout élément x de E a une image unique y par fdans F ;
— d'autre part, tout élément y de F a un antécédent unique x par fdans E.
Donc, la correspondance F — E est une application bijective.
y—x
Cette application, notée £1, est appelée bijection réciproque de f,

Bemargues

e Pour tout x élément de E et tout y élémentde F,ona:y=flx) o x =f{y).
® Sif7 est la bijection réciproque de f; alors fest la bijection réciproque de 1.
*Ona:flof=Id; et fof? = Id,.
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Exemples

® La translation de vecteur u est une bijection du plan dans lui-méme ; sa bijection réciproque est la
translation de vecteur — u.

* Soit l'application f: R, — R..

x > x2

Pour tous x et y éléments de R, ona:y=x? < x= \,y

Donc, fest une bijection et sa bijection réciproque est f1: R, - R,.

X = Jx

Propriete

Soit f'une bijection de E vers I et g une application de F vers E.
Si fog=1Id; ou go f=1Idg, alors g est la bijection réciproque de 1.
Démonstration

Soit f! la bijection réciproque de f.
Ona:fog=Id; = flo(fog)=Fflold,

S (Floflog=f1
= Id;og=F1
=>g=f'1.

On démontre de maniére analogue que: go f=1Id; = g=Ff71

mesmmm Composée de deux bijections

Soit s la symétrie de centre O et t la translation de vecteur u.
Pour tout point M du plan, on désigne par M’ et M” les points tels
que : M’ = t(M) et M” = s(M’).
‘ o Justifier que s et t sont des bijections du plan dans lui-méme et
I déterminer leurs bijections réciproques s7* et t~1.

Ml

ey

——

* Démontrer que le point £, tel que OQ =— 134, est le milieu du

segment [MM”’].

o En déduire la nature et les éléments caractéristiques de s o t.

e Justifier que s o t est une bijection ; déterminer (s o )2 MY Q
* Démontrer que : (sot)t=tTtos

2

Soit fune bijection de E vers F et g une bijection de F vers G.
g o fest une bijection de Evers Getona:(gofJ'=f1og™

Démonstration

e Démontrons que g o fest surjective.
Soit z un élément de G.
g est surjective, donc z a un antécédent y dans F par g.
fest surjective, donc y a un antécédent x dans E par f.
4 Dong, x est un antécédent de z dans E par g o f; g o fest surjective.
s e Démontrons que g o fest injective.
Soit x et x” deux éléments de E tels que : g o flx) = g o flx').
g est injective, donc : glflx)] = glfix’)] = flx) = fix) ;
fest injective, dong : flx) = flx') = x=x".
Donc:gofilx)=goflx’) = x=x"; g o fest injective.

On en déduit que g o fest une bijection de E vers G.
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P

* Démontrons que (go 71 = flo g
Ona:(goflo(flogl)=go(fofog?

=go(ldyog™?
=gog™
= IdG.

Drapres la propriété précédente, la bijection réciproque de
gofestflogt
Ce résultat est illustré par le schéma ci-contre.

f—l og—]

WE XTI CICES B o s o s

2.a

2b

2d

Soit f l'application de N vers N qui, & tout
nombre entier naturel, associe la somme de ses
chiffres.

L'application f'est-elle injective 7 surjective ?

Dans chacun des cas suivants, dire si l'applica-
tion fest injective.

alf:N—=Z i bIfiR-R ;
xr>2x—3 x> 2xi 41
cJf 1 RxR—=R.

e y)—x+y

Dans chacun des cas suivants, dire si 'applica-
tion fest surjective.

alf:Z—N 3 b)f:R—=R, g
x> 2]x] x> 2k +1

cf:R\1} >R df:R—- R,
xl—)ii% xl—>"‘if

Soit @, b deux nombres réels et £ 1'application
de R vers R, définie par : flx) = ax + b.
Démontrer que fest bijective si et seulement si
a est non nul ; déterminer alors sa bijection
réciproque.

Dans chacun des cas suivants, démontrer que
l'application fest bijective et déterminer sa bijec-
tion réciproque.
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2.f

af:R-R ;o b R\(1] = R\{-2}.
X+>Ex+5 x> zi"jxl

Soit E et F deux intervalles fermés de R. On donne
ci-dessous les représentations graphiques d'appli-
cations de E vers F. Dans chaque cas, dire si l'ap-
plication est injective, surjective ou bijective,

2.h

Soit fune fonction numérique d'une variable
réelle définie sur un intervalle K.

Démontrer que si f est strictement croissante
sur K, alors fest une bijection de K sur f{K).

Donner la représentation graphique d’une fonc-
tion :

a) surjective et non injective ;

b) injective et non surjective.



- Opérations sur les fonctions

Soit fet g les fonctions définies par : flx) = xL et glx) X1

+2 x-3
On a:D,=R\{-2} et Dg = R\{3}.
e On considére la fonction s définie par : s(x) = flx) + glx).

Soit x un élément de R ; s est définie en x si et seulement si fet g sont définies en x.
Donc: D, = R\{-2; 3}
1 +x—1=x2+2x—5 -
x+2 xr—3 (x + 2)(x—3)
On dit que la fonction s est la somme des fonctions fet g. On note : s = f+ g.

Pour tout x élément de D, on a : s(x) =

 On considere la fonction p définie par : p(x) = flx) x g(x).
Soit x un élément de R ; p est définie en x si et seulement si fet g sont définies en x.
Donc : D =R\{~2; 3}.

Pour tout x élément de D, ona: plx) = L oy il

x+2 x—3 c+2)(x-3)°
On dit que la fonction p est le produit des fonctions fet g. On note : p = fg.

e On considére la fonction g définie par : g(x) é%
Soit x un élément de R : g est définie en x si et seulement si f et g sont définies en x et si, de plus,

g(x) # 0. Donc : Dq =R\{-2;3;1} i

+ 2 _ s
e—1x+2)

Pour tout x élément de Dq, ona: qlx) =
: o
On dit que la fonction g est le quotient des fonctions fet g. On note : g = g

Wl

Plus généralement, fet g étant deux fonctions d'ensembles de définition respectifs Dyet D, on retiendra
les résultats suivants.

Notation |  Ensemble de définition Formule explicite
Somme f+g D n D, (f + gllx) = flx) + glx)
Produit fg D, n D, (f g)x) = flx) x glx)
: = L\ =12 |
Quotient 5- u%rwng\ueﬁ§?u) 0) (L) -L9 |

Bemargues

On définit aussi les fonctions suivantes.
— Produit d’une fonction par un nombre réel k : (kf)(x) = k x flx), avec D= Dp

— Puissance ni*me (n e N*) d'une fonctzon (f)ix) = [flx)*, avec Dﬁ1 Df
=1 d’ ti D1 =D\ R, 0
nverse d'une fonction : (T)[x} A" avec f N\ fxe flx) =0}

— Racine carrée d’'une fonction : (Vf) x) = \-j{x], avec Dj = Df\ fxe R, flx)< 0}

Fonctions 173




—3.2. Fonctions associées

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, ).
Soit fune fonction, (6) sa représentation graphique, a et b deux nombres réels.

Les fonctions x+— —flx), x = fl-x), x— |[fix)], x— fix —a), x— flx) + b sont dites associées a f,

L'objet de ce paragraphe est de montrer comment les courbes représentatives des fonctions associées a f
se déduisent de (€).

mummms Fonctions x — — flx) et x+— fl- 1)
Soit x un élément de Dfet M le point de (%) d'abscisse x.

® Le point My(—j{x ]) est le symétrique de M( ﬂ';]) par rapport a (OI).

Donc, la courbe représentative (4’) de la fonction x — — flx) se déduit
de () par la symétrie orthogonale d'axe (OI).

* Le point M’(;Lf)) est le symfétrique de M( f{i‘]) par rapport a (OJ).

Or f (- (= x)) = fix) ; donc, M” appartient a la courbe représentative
(") de la fonction x — fl— x).
Donc, (€7) se déduit de (€) par la symétrie orthogonale d'axe (QJ).

Propriétés _ =

Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, ).

* La courbe représentative de la fonction x+~> - fx) se déduit de celle de la fonction f par la symé-
trie orthogonale d'axe (OI). :

* La courbe représentative de la fonction x+— f{-x) se déduit de celle de la fonction fpar la symé-
trie orthogonale d'axe (O]).

Exemples

= Soit & tracer la courbe représentative (6 g] de la fonction g définie
par : glx) = — x2%

On trace la courbe représentative (€7 de la fonction f définie par :
flx) = x2

(€ g) se déduit de [‘féf) par la symétrie orthogonale d'axe (OI).

* Soit a tracer la courbe représentative (4 g] de la fonction g définie
par : g(x) = y—x.

On trace la courbe représentative (67 de la fonction f définie par :
ﬂx) = wx

£ g] se déduit de [%f) par la symétrie orthogonale d'axe (O]).

mmmmms Fonction x — |f{x]]
Ax)l = flx), si flx) =0

flx)l = —fle), si flx) <0 ,

Donc, la courbe représentative de la fonction x — |flx)| est la o i
réunion des parties des courbes d'équations respectives y = flx) et () y=-flx)

y =— flx), situées « au-dessus » de (OI).

—

Pour tout x élément de Df, ona: {
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Exemples i) (67
® Soit fla fonction définie par : flx) = |2 — 3].

On trace les droites (%,) et (@,) d'équations respectives y = 2x— 3 et
Yy=—-2x+3. (@,) (%)
La représentation graphique (‘6}3 de la fonction fest la réunion de

deux demi-droites situées « au-dessus » de (OD.
® On construit de maniére analogue la courbe représentative de la _JJ J‘k
fonction x — l%[

mmmmmmm Fonctions x — flx—a) et x— flx) + b

® Soit x un nombre réel, tel que x — a appartient & D, et M le point

de (%) d'abscisse x — a.
- J =%
Le point M_;( f{xx— a]) est I'image de M fo -ac'zJ) par la translation de A=) f----- /MM

vecteur aOl. @) x—a x
o — 2

Done, la courbe représentative (4’) de la fonction x — flx — a) se : (€
déduit de (%) par la translation de vecteur aOL

O |

e Soit x un élément de Df et M le point de (%) d'abscisse x.

X tE] x 5 x - b
Le point M} ( ) + b) est I'image de M(f( x]) par la translation de Rx)+
vecteur bQJ.

(-{)u) —1

Donc, la courbe représentative (4”) de la fonction x — flx) + b se I
]
déduit de (%) par la translation de vecteur bOJ. Rx)
L @]
Les deux résultats précédents justifient la propriété suivante. (€) —

La courbe représentative de la fonction x+> flx—a) + b se déduit de celle de Ia fonction fpar la trans-
lation de vecteur u (g)

Exemples
» Soit g la fonction définie par: g(x) = - %xz +4x— 4.
Ona:VxeR, glx)=— %(x— 3)2+2 @

On considere la fonction f définie par : flx) = — _g_xz_
On désigne par (C@f) et (6,) les courbes représentatives respectives des ¢ ¢f)
fonctions fet g.

(6,) se déduit de (€7 par la translation de vecteur 301 + ZOT.
(6,) est une parabole de sommet S(g) et d'axe la droite d'équation x = 3.

* Soit g la fonction définie par : g(x) = E‘i-:_ll ,
Ona:Vxe R\{1},glx)=-2+ % (6p J_j
£ . il 3 /]
On considére la fonction f définie par : flx) = - =, (@3 I
: X g —>
On désigne par (6) et (4,) les courbes représentatives respectives des 2 /’Y\-ﬁiﬁ 20]
fonctions fet g. o N -2/Qf
(€ g) se déduit de [fﬂf} par la translation de vecteur OI — 20]. /
(6,) est une hyperbole de centre Q(_12).

@, Le symbole ¥ signifie : « quel que soit ». Ainsi, « ¥ x ¢ R, glx) = — %(x = 3)* + 2 » signifie : « quel que soit x élément de R, ona:
glx) = — %[_,:7 32 +2 .
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Remarques

Plus généralement, on a les résultats suivants.

® La courbe représentative de la fonction f: x> ax? + bx + ¢ (a # 0) est une parabole.
b\z 4ac-b?

Eneffet,ona:Vxe R, flx) = a(x+ Zl) +T'

e La courbe représentative de la fonction f: x ac.: : 3

(c# 0 et ad -bc# 0] est une hyperbole.

Eneffet,ona:Vxe R\{ué},ﬁx) = L, o k= bc—ad.
o, c d 2
X +=
C
—3.3. COmparaison de fonctions
mummmm Infroduction
Le plan est muni du repere (O, I, J).
(€) et (3) sont les courbes représentatives respectives T
des fonctions fet g définies par : flx) = —x2 + 4 et / N
B Sy
glx) = 3 x + 7 S \
* Résoudre graphiquement 1'équation : fx) = g(x).
e Résoudre graphiquement l'inéquation : f{x) < g(x). / \
¢ e Vérifier les résultats par le calcul. /
/ Gy

Vocabulaire et notation

[~
Y
P

Soit fet g deux fonctions numériques définies sur un

ensemble E. [ ] 0 I \
f est inférieure ou égale a g sur E signifie que, pour / \(‘1_)
tout x élément de E, on a : flx) < g(x). 7 1

On écrit : f< g sur E.
mexmmmm Minoration, majoration
Détinitions

Soit fune fonction définie sur un ensemble E.

* fest minorée sur E s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout x élément de E, on a : flx) > m.
* f est majorée sur E s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout x élément de E, on a : flx) <M.
* fest bornée sur E si elle est a la fois minorée et majorée sur E.

On dit que m est un minorant de f sur E et M un majorant de f sur E.

Jest minorée par m sur [a ; b] f est majorée par M sur [a ; b] fest bornée sur [a ; b]
-J
o/ N, /\b
/ o \I_/ E
(€ '

{(@f) est « au-dessus » de la droite (6] est « au-dessous » de la {‘8,) est « entre » les droites
d'équation y = m. droite d'équation y = M. d'equations y = m et y = M.

Eemargue

Une fonction est positive (respectivement négative) sur un ensemble si elle admet 0 pour minorant (res-
pectivement majorant) sur cet ensemble.

176 Fonctions
R T O T T




Exemples
Soit fet g les fonctions définies par: flx) = ——1- et glx) = e
NES 1+x

*Ona:VxeR*fix)<o0; dong, fest négative sur R*.
Tout nombre réel positif est un majorant de fsur R*, J
fn'admet pas de minorant sur R*, / .
En effet, pour tout nombre réel m, on peut trouver des nombres . )
réels x tels que : flx) < m ; il suffit pour cela de choisir x dans [¢) | ‘
l'intervalle ]0 ;i2 [ ou dans I'intervalle |- —1-2~; ol 65 -

m m

*Ona:VxeR, gx)20;donc, g est positive sur R.

Tout nombre réel négatif est un minorant de g sur R,

De plus,ona:Vxe R, glx) <1 ; donc, g est majorée sur R.
Ona:Vxe R, 0<g(x)<1;donc, g est bornée sur R.

—3.4. Représentations graphiques de deux bijections réciproques

Soit f1a fonction définie par : flx) = 2x — 3.
* Démontrer que fest une bijection de R vers R et déterminer sa bijection réciproque f1.

¢ Tracer [‘Gf) et (‘Gf_l], courbes représentatives respectives de fetf?, dans le plan muni dun repére ortho-
normé.

® Démontrer que ces deux courbes sont sécantes en un point de la droite (A) d'équation : y = x.

» Déterminer les coordonnées du point A de [(81‘) d'abscisse 2 et du point A’ de (‘Gf_l] d_"abscisse 2).
* Démontrer que A et A’ sont symétriques par rapport a (A).

* En déduire que (€] et (€,,) sont symétriques par rapport a (A).

Propriéte

Soit f'une bijection de E vers F, E et F étant des parties de R.

Dans le plan muni d'un repére orthonormé, les courbes représentatives respectives de f et £ sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

Démonstration

On désigne respectivement par (€J et (€,1) les courbes représentatives de ferr |
Soit a et b deux nombres réels, A'et A’ lés points de coordonnées respectives (a, b) et (b, a).

* Démontrons que A et A’ sont symétriques par rapport a la droite (A) d'équation : y = x.
~Sia=>b, Aet A sont confondus et appartiennent & (A).
—Sia#b, Aet A’ sont distincts ; soit M un point de coordonnées (x, y).
Ona:MA?=MA? & (x—a)®+ (y-b)% = (x—b)? + (y — a)?

< (a-b)ly-x)=0

Sy==x
La médiatrice du segment [AA’] est donc la droite (A).
Dans tous les cas, A et A’ sont symétriques par rapport & (A).

° Démontrons que (€7 et (€4-1) sont symétriques par rapport & (A).

F

; R4
Ona AE[ﬁ@{b=ﬂa] (6-1) i
{beF
= :

ae B

a=fb) O JE
© A€ [Bpa). /
6

Donc, (€] et (€,.1) sont symétriques par rapport a la remiére bissectrice.
p 3 ques p pPp P
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WExercices B

3.a

3b

Soit les fonctions fet g définies par :

i) =x+ Jx et glx)=x—|x|.

1. Déterminer les ensembles de définition defet g.
2. Déterminer I'ensemble de définition de f+ g
et donner une expression simple de (f+ g) (x).
Soit fla fonction définie par : flx) = B3,

1. Démontrer que, pour tout x élément de 'en-
semble de définition de f, ona: flx) = xi g+ 2.
2. En déduire la représentation graphique de fa

partir de I'hyperbole d'équation : y = i—

(€) est la courbe représentative dans le plan
muni du repére (O, L, J) d'une fonction £ dont
T'ensemble de définition est : [-4 ; —2[u -2 3].

e O L
7 B il .
\ Z o
S 5 L Ay
1
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3d

Tracer la courbe représentative et déterminer
I'ensemble de définition de chacune des fonc-
tions suivantes.

gjxe=fl-x) ;
clx—flx+2) ;

b) x> |f (2l ;
dlx—flx-2)-3

Soit fla fonction définie par : flx) = (x + 4)2 - 7.
1. Tracer la courbe représentative de la fonction £,
2. fest-elle minorée sur R 7 Justifier la réponse.

Le plan est muni d'un repére orthonormé.
On considére les applications
fil-2;51] = [1;10]

x—=[x=-1)2%2+1
et g:[1;10] = [-2;1].

x—1—-Jx-1

1. Tracer la courbe représentative de f En
déduire que fest bijective.
2. Démontrer que g est la bijection réciproque
def
3. Tracer la courbe représentative de g sur le
méme graphique que celle de f. *



APPRENTISSAGE
(Généralités

1 On considére les fonctions
FTR>R e g:R> R
x+—— x| Xr>— —f

1. fet g sont-elles égales 7
2. Déterminer la plus grande partie E de R sur laquelle
fet g ont la méme restriction.

2 On considere la fonction f:R — R
x> |x? - 5x + 6.
Déterminer un polynéme du second degré P ayant
méme restriction que fa l'intervalle [2 ; 3].

3 On considére la fonction f: R = R

3x%—2x—1

. x—-1

. 1. Déterminer l'ensemble de définition % . de f.
2. Déterminer une application affine ayant méme res-
triction que f'a @,

X —

& On considere la fonction f: R - R
. 1N
x-E(x)’
ol E désigne la fonction partie entiére.
1. Déterminer l'ensemble de définition de f.
2. Soit n un nombre entier et g la restriction de fa l'in-
tervalle In; n + 1[.
a) Démontrer que g est une application.
b)Pour tout x élément de In ; n + 1[, déterminer une
. expression de g(x) dans laquelle ne figure pas la fonction
s partie entiére.

5 Soit flapplication de [RE\!—3—‘ =
2% + 3x% — 2x - 3
(x+1)(3 -x-2x9)°
Déterminer une fonction constante qui est un prolonge-
ment & R de la fonction f.

1;1}vers R

définie par : flx) =

é 1. Soit sy la symétrie de centre O.
Déterminer 'application s, 0 s,
} 2. Soit t; et t; les translations de vecteurs respectifs u
B et ¢ Déterminer l'application t ;o .

7 Soit O et O deux points du plan.
1. On désigne par s et s, les symétries de centres res-
pectifs QO et O'.
Démontrer que l'application s, 0 s est la translation
de vecteur 20°0.
2. Ecrire la translation de vecteur ZOO comme compo-
sée de deux symétries centrales.

€ Dans chacun des cas suivants, déterminer l'en-
semble de définition de la fonction g o f; puis calculer

g o flx).

blf:R— RxR et

(2, 1-%) {.r,y]H[%,l;yx)

g:RxR-oRxR.

91 Soit f l'application de R
flx) = S* -3
Trouver toutes les applications affines g telles que :
gof=fog.

vers R définie par :

10 Soitfiget hles fonctmns de R vers| R définies
par: fla) =2x -1 ; glx) = : hix) = —5"
1. Déterminer 'ensemble de deflmtlon de h ogof, puis
calculer h o g o flx).
2. Déterminer l'ensemble de définition de g 0 ko f; puis
calculer g o h o flx).

11 On considére la fonction f: R — R

s e
(x—1)2
Déterminer trois fonctions élémentaires u, v et w telles
que:f=uovouw.

A\Ppplications particuliéres

12 Soit fl'application de N vers N définie par :
fin) = %, si n est pair
{ fin) = n+1

Cette application est-elle injective 7 Est-elle surjective ?

, 81 n est impair.

13 S0it E={0; 1). A tout couple (a, b) d'éléments
de E, on associe le nombre a + b — ab.
1. Vérifier qu'on établit ainsi une application de E x E
dans E.
2, Cette application est-elle injective ? Est-elle surjective 7

44 Soit f une application d'un ensemble E dans
lui-méme telle que : fo f=f.
Démontrer que si f est bijective, alors f=Id.

15 Dans chacun des cas suivants, dire si 'appli-
cation f est injective, surjective ou bijective.
al f:R — Z, ou E désigne la fonction partie entiere ;

x +— E(x)
b f:R->R ; cf: RxR—-RxR -
x> 2x2 + 3x (cy)—=x-y3+y)
d) f:R\2] -5 R ; elf:10;ml —[0;1l
e Lo x> sinx —

g

16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
l'application f est bijective et déterminer sa bijection
réciproque.

alf{R-R ; b) f: R\{2} - R\{2} :
x+—5-3x x> g:i
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clfRxR-RxR.
(x, y) = (x - 2y, x + 3y)

17 Dans chacun des cas suivants, dire si 'appli-
cation f est bijective.

alf:N-oN : b)f: R* = R\{1) :
x> 2x xﬁ—>1+i
x
cffR-oR : df:R>RxR
x—x%+x x — (2x, 3x).
18 Soit (A) une droite du plan, de vecteur direc-

teur u. On demgne par t la translation de vecteur u, par
s la symétrie orthogonale d'axe (A) et par fla composée
sot.

1. Démontrer que f est une bijection.

2. Exprimer £, bijection réciproque de f, comme com-
posée d'une symétrie orthogonale par une translation.

19 Soit O un point du plan.
1. Démontrer que, pour tout point M distinct de O, il
existe un unlque point M’ appartenant a la droite (OM)
tel que : OM.OM = 2.
Démontrer que M’ est distinct de O.
2. On considere l'application fqui, & tout point M dis-
tinct de O, associe le point M’ défini & la question 1.
Démontrer que [ est une bijection du plan privé de O
dans lui-méme et déterminer sa bijectian réciproque.

[Fonctions numériques

20 Soit fet g deux fonctions de R vers R.
Dans chacun des cas suivants, déterminer les fonctions

Zf— 39, fXg et
de définition respectifs.

i, aprés avoir précisé leurs ensembles

- e g =T,

D= et gl =D,

1+ 4 == l
dfin)=—= et gla)= <2

y T 2+ 2

X X

21 Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).
(€) est la courbe représentative d'une fonction f, d'en-

semble de définition [~ ;

R

(%)
\
L EE Fri otk

/|

[
1 1 =

1. Construire la courbe représentative (€,) de la fonction
grarsflx )

2. a) Construire la Courbe représentative (6, de la fonc-
tion h : x> fl— x)
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b) Déduire de (%) et de (¢;) la représentation graphique
de la fonction x — f{|x])

22 Le plan est muni du repére orthogonal (0, I, ).

Soit fla fonction de R vers R définie par flx) = 2% — 2x
et (€) sa courbe représentative.
1. a) Démontrer que : Vx e R, flx) = (x - 1) - 1.

b) En déduire que (6) est 1'image de la parabole d'équa-
tion y = x2 par une transformation simple que I'on déter-
minera. Construire (€).

2. On considere les fonctions f3, f,, f; et f, définies par :
£ = fi-2), ) = — fie ), o) = )]

et flx)=flx+1)+2.

Construire la courbe représentative de chacune des
fonctions £, f;. f; et f,.

23 Le plan est muni du repére orthogonal (0, L, J).

Soit f la fonction de R vers R définie par flx) = 2;:_““;’
et (€) sa courbe représentative.

1. a) Déterminer I'ensemble de définition D.de f.
b) Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour
tout x élément de Dy on a : flx) = —a b.

2. En déduire que (€) est une hvperbole dont on déter-
minera le centre. Construire (€).

248 Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).
Dans chacun des cas suivants, tracer la courbe repré-
sentative de la fonction fet en déduire la courbe repré-
sentative de la fonction g.
a)flx) =—3x% et glx) =—3x% + 2x + 1

Bifi)= o ot glx) =32,
c)flx)=,x et glx)=3- J2-x;
d)fix)=x et gl)=3-,]2 x|

25 Une fonction f, d'ensemble de définition [~ 4 ; 6],
admet le tableau de variation ci-dessous.

X -4 0 1 3 6

5/1\—1

0
|

fx)
.‘ Ty

Dans chacun des cas suivants, dresser le tableau de
variation de la fonction g.

algx)=-fx) ; blgl)=3fx)-4 ;
clgle)=fle-3) ; d)glx)=A1-3x)

26 Le plan est muni du repére (O, I, J).
Soit fla fonction de R vers R définie par : flx) = 23
1. Construire (6), courbe représentative de f.
2. Dans chacun des cas suivants, déduire de (%) la courbe
représentative de la fonction g.
alglx)=x>+1;
blglx) =x=1)2+x+1);
clglx)=x®+3x2+3x+1;

d) glx) =x* - 322 + 3x + 2.
27 Soit fet g les fonctions de R vers R définies
par : flx) = = _11 et glx) = 2x3c131'

1. Comparer f et g sur chacun des intervalles ]— oo ; ——;—

et ]%, + w[.




2. Résoudre sur [—~1- : 0] I'inéquation : flx) < g(x).

2
28 Soit fla fonction de R vers R définie par:
ﬂx] = a2 1k
X +3

1. Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour
tout nombre réel x, on a : flx) = ;z% + b.

2. En déduire que fest bornée sur R.

29 Une fonction fde R vers R admet le tableau de
variation ci-dessous.

3 + oo

—oo -1 0

I

i;
| f(x) / T
i ey
1. Démontrer que fest minorée sur |- e ; —1[ et majorée

sur |—1 ; +eof,
2. Démontrer que f est bornée sur -1 ; 3[.

X

30 Soit fla fonction de R vers R définie par :
sin x + 3 cos x
X) ="
fx) x% 41
Démontrer que f est bornée sur R.

31 Soit f la fonction de R vers R définie par :
fix)=2x-1.
1. M étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : f{x) > M.
fest-elle majorée sur R ?
2. m étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) < m.
fest-elle minorée sur R ?

32 Soit fla fonction de R vers R définie par:
flx) = 2X_

Cx+37
1. a) Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour

tout x élément de R\{-3}, ona: flx) =a + T

b) M étant un nombre réel quelconque, démonirer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) > M.
fest-elle majorée sur R ?
¢) m étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) < m.
fest-elle minorée sur R ?
d] Démontrer que f est bornée sur [~ 1 ; 1].
2. Soit g la fonction de R vers R définie par r
glx) = 2 cos x

3+cosx’
a) Déterminer D_, ensemble de définition de g.
b) Démontrer que g est bornée sur D e

33 Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
(€) est la courbe représentative d'une fonction f, affine
par intervalles, d'ensemble de définition [- 3 ; 1].

\

1. Définir explicitement cette fonction.

2. Démontrer que f est une bijection de [-3 ; 1] vers
[-1; 3l

3. Construire la courbe représentative de sa bijection
réciproque.

38 1e plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
Soit l'application f: [-?; + o[ - R.
x> 2x+ 1
1. Démontrer que f est bijective et déterminer sa bijec-
tion réciproque f1.
2. Construire la courbe représentative de f1.
En déduire la courbe représentative de f,

351. plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Soit fet g les fonctions de R vers R définies par :

x)=-X sixs<

flr)=2x+1 et{g() s 0

gx)=—-3x,six>0
1. a) Démontrer que fet g sont des bijections de R vers
R et déterminer leurs bijections réciproques f1 et g2,
b) Tracer les courbes représentatives de f, g, f1 et g1
2. a) Déterminer l'application g o f et sa bijection réci-
proque (g o 7.
b) Tracer les courbes représentatives de g o fet de (gofi L

APPROFONDISSEMENT

36 Soit £, g et h trois fonctions de R vers R.
1. Démontrer que les fonctions (f + ¢) 0 A et
(fo k) + (g o k) sont égales.
2. On suppose que f, g et h sont définies par :

fle) = 2L gle) = £=3 et pla) = 22,
Déterminer les fonctions ho (f+ g)et (hof) + (hog) ;
ces fonctions sont-elles égales ?

37 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
(Aj et [Ag] sont les représentations graphiques de deux
applications affines fet ¢ ; (A) est la droite d'équation y = x.

(89
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(A)

1. Démontrer que g o f'est une application affine.
2. Représenter graphiquement 'application g o f.

38 Soit fune application d'un ensemble E vers un
ensemble F et A, B deux parties de E.
1. Démontrer que : A ¢ B = flA) < f[B).
2. Démontrer que : /A v B) = flA) U fIB).
3. a) Démontrer que : fTA N B) c flA) n AB).
b) Démontrer que si fest injective,
alors flA n B) = flA) N AB).
4.On supposeque E=F=R, A=[-3;1],B=[0;5] et
Sest définie par : flx) = |x]|.
A-t-on fJA N B) = flA) " f(B) ?
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39 1. Soit E et F deux intervalles de R, fune appli-
cation de E vers F et g une application de F vers R.
Démontrer que :

a) si fest croissante sur E et g est croissante sur F, alors
g o fest croissante sur E ;

b) si f est croissante sur E et g est décroissante sur F,
alors g o fest décroissante sur E ;

c) si f est décroissante sur E et g est croissante sur F,
alors g o fest décroissante sur E ;

d] si fest décroissante sur E et g est décroissante sur F,
alors g o fest croissante sur E.

2. On considére les fonctions fet g de R vers R définies
par : flx) =% et gla) =— 2(x—1)% + 3.

a) Démontrer que f est croissante sur R et que g est
croissante sur |- « ; 1[, décroissante sur ]1 ; + oo[.

b] Déterminer g o fet établir son tableau de variation.
¢) Déterminer f o g et établir son tableau de variation.

40 1. Soit fune application de E vers E.
Démontrer que si fo /= Idy, alors fest bijective et £1 = f;
2. Le plan est muni du repére orthonorms (0, 1, J).

Soit g I'application de R\{1} vers lui-méme, définie par

gl = f t :13 , et (€) sa courbe représentative.

a) Déterminer g o g.

b) Démontrer que : ¥ x e R\{1}, glx) = 1 +
¢) Tracer la courbe (). w
d] Justifier que la droite d'équation y = x est un axe de
symétrie de (€).

Une application f de E vers E qui vérifie f o [ = Id,; est
dite involutive.

4
"

41 Soit E, F deux ensembles finis et fune appli-
cation de I vers F. On désigne par n et p les nombres
respectifs d'éléments de E et F.

Démontrer que :

a] si fest injective, alors ona:n<p;

bj si f est surjective, alorsona:nzp:

c) si fest bijective, alors ona: n =p;

d] si fest injective et si n = p, alors f est bijective ;
e] si fest surjective et si n = p, alors fest bijective.

A2 Le plan est muni du repare orthogonal (O, I, J).
Soit f1a fonction de R vers R, définie par
flx) = — 2x% + 5x, et (€) sa courbe représentative.
1. a] Déterminer les nombres téels a, b ot ¢ tels que,
pour tout nombre réel x, on a : flx} = alx + b)? + c.
b) Construire (€).
(Prendre pour unités : 4 cm en abscisses et 2 cm en
ordonnées).
2. Résoudre graphiquement :
aj I'équation |- 222 + 5x| = 3 ;
b) l'inéquation |- 222 + 52| > 3.
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83 Soit fet g les fonctions de R vers R définies par:
fle) =2 six <2 { gx)=x% +2x,5six<0
t i
{ o) =~ 2% siddis 2 glx) =2x,six>0

Déterminer les fonctions f+ g, fx g, — 2f+ 3get fo g.

&4 On considére les applications £, f;, Foridns o Bt
fi de R\0 ; 1} vers lui-méme définies par ;

filx)=x ; LlEl=1-x 3 fg(_r]=xl :
ARt s AW=T fwe

1. Démontrer que ces six applications sont bijectives et
déterminer leurs bijections réciproques.

2. Compléter le tableau suivant.

IERERERF AN AEY
TR AR [T

1)‘1!
| f

| A —

= R T
3 [ [ 1 1

5 : T a _ | .
Lfﬁ 1 B | I | J

L'application f; o f,, par exemple, apparaitra & la cin-
quiéme ligne de la premiére colonne.

A5 Soit (@) et (A) deux droites perpendiculaires
du plan, sécantes en O. On désigne par Id l'application
identique du plan, par s, la symétrie de centre O, par
s, et s, les symétries orthogonales d'axes respectifs (%)
et (A).

Compléter le tableau suivant.

|
g *
o o |

L'application Id o s,, par exemple, apparaitra a la pre-
miére ligne de la quatriéme colonne.
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Equations,
Inéquations,

Systemes linéaires

P our envoyer une sonde spatiale vers la
Lune, il faut déterminer sa trajecioire. La méca-
nique permet d'écrire des équations régissant
ceffe trajectoire, dont la résolution approchée
se raméne & celle d'un systéme d'équations
linéaires pouvant comporter plusieurs milliers
" | d'équations et d'inconnues.

Phato AKG

| Les ordinateurs permettent de résoudre de tels
systémes en utilisant un algorithme de calcul &
partir de fa méthode du « pivot de Gauss ».

V7)) :
Aié Cette méthode, mise au point par le mathéma-
| ticien allemand Carl Friedrich GAUSS (1777-

1855) est illusirée ci-dessous avec un systéme

Carl Friedrich GAUS de quatre équations & quatre inconnues.
X+y+z+t =-1
dx+3y+2z+t =-5 =
; 8x+4y+2z+t =-8
32x + 12y +4z+t =- 30

Pour terminer la résolution du systéme « triangulaire », il suffit de commencer par
la derniére équation, puis de remonter de proche en proche jusqu'a la premiére.

@& A
1. Problémes du second degré.........cocomrvvvveemrernon, 184
2. Equations et inéquations se ramenant
AU seconNd i deqré ....ausnnnsnssisnniiei 191
3. Systemes linéaires d'équations et d’'inéquations....... 195
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_Problemes du second degré™

Equations du second degré

mmmmm Racines d’un polynéme du second degré

e Dans chacun des cas suivants :
— 6crire P(x) sous forme canonique ;
— factoriser P(x), lorsque cela est possible ;
— déterminer les racines éventuelles du polynéme P.
a)P(x) =5x2-2x+3; b)Px)=—2x%+3xr+1;: ¢)P(x)=4ax?—-4/3x+3.
o Cas général
Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + ¢, (a # 0).
b c
* o 2 il o
Ona: Px) —a(x + X+ a)

=a((x+£)2—iz+£

2a 42  a
_ by2  b%—4ac
= a((x ¥ z—a) ¥ T )

On pose : A = b* — 4ac.
On obtient : P(x) = a((x * 2%)2 B ﬁ)'
A

—SiA<0,alorsona :VxER, (x-z—zi)z——>.0.
a 4a?

Donc, P n'a pas de racine ; on a vu en classe de seconde que, dans ce cas, P n’est pas factorisable.

—SiA=0, alors P(x) = a(x + 2%)2.

; b
Donc, P a une seule racine ; — e

A2
—-S8iA>0,alorsona: Plx) = a((x + 2%)2 - ‘4A2)
a

b A b A

“a(l+2_a+ba)(x+ia_2a)
cafr-=b={AY(,_=b+]A

- 2a 2a 2

—b-yA
2a

-b +fA7

Donc, P a deux racines distinctes x, et x, telles que : x, =
2a

Ona:Plx) = alx —x,)(x —x,).

Propriété :

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + ¢ (a = 0).

et x, =

On pose : A = b? — 4ac.
* Si A < 0, alors P n'a pas de racine et n'est pas factorisable.

o : : b 24 b2
Si A = 0, alors P a une racine unique — 55 et Plx) = a(x + Z'E) : e

* SiA> 0, alors P a deux racines distinctes x, et x, telles que : x; = ~:—1’2—;Y—‘—A- et x, =—"-1-)2—;—‘£ £

on a: P(x) = alx- x,)x - x,).

! ocabulaire

Le nombre réel A, tel que A = b? — 4ac, est appelé discriminant du polyndme P.
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Remgrgues

¢ Lorsque A = 0, les calculs faits pour A > 0 restent valables ; on trouve alors : x, =x,= — 5q°
I'unique racine — 2% est appelée racine double de P.
e Si les coefficients a et ¢ sont de signes contraires, alors on a : b?> — 4ac > 0 ; donc, P a deux racines dis-

tinctes.

Exemples
* Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = x% + 2x — 35.
On a: A =144 ; donc, P a deux racines distinctes x, et x, telles que :

x, = # =—7 et x2=# =5;0na:Plx)=(x+ 7)x-5).
e Soit Q le polynéme du second degré défini'par :Qx) = 2x% + 2/6x +3.
On a: A=0;donc, Q aune seule racine : —% ;ona: Q)= z(x + g)z = (/2 + {3)2

e Soit R le polyndme du second degré défini par : R(x) = 2x? + 3x + 2.
Ona:A=-7;donc, Rn'a pas de racine et n’est pas factorisable.

mmmsmem Résolution d’une équation du second degré

Une équation, d'inconnue x, du type ax?® + bx + ¢ (@ # 0) est appelée équation du second degré.
Résoudre dans R ’équation ax? + bx + ¢ = 0 équivaut a déterminer les racines du polynéme du second
degré P défini par : P(x) = ax? + bx + c.

Le nombre réel A, tel que A = b? — 4ac, est aussi appelé discriminant de I’équation ax? + bx + ¢ = 0.
° Si A < 0, alors I’équation n’a pas de solution. *

® Si A =0, alors I’équation a une solution double : - a0 -
e Si A > 0, alors I’équation a deux solutions distinctes : — b A ot — b+iA :

2a 2a

Exemples

e Résoudre dans R I’équation : 2x% + 3x + 4 = 0.

Ona:A=-23.

Donc, cette équation n’a pas de solution.

» Résoudre dans R I’équation : (2 ~ 1)+ 2% ZaT=0
Ona:A=4-4(/2-1)(2+1)=0. 1 ,
Donc, cette équation a une solution double : — — =2 =1,

¥
e Résoudre dans R I’équation : x% + (\-'3 —-2x-2/3=0.
Ona:A=(/3-2)2+8/3=(/3+2)>2
Donc, cette équation a deux solutions distinctes x, et x, telles que :

~tB=2)—{3+ 9 I -(3-2)+(3+2)
x1: Y 5 N =—\‘3 et xZ: X 7 & =2

Ee!!!argges

e Le calcul de A n’est pas toujours indispensable pour résoudre une équation du second degré.
Par exemple, soit I'équation : 2x? + 5x = 0.
Ona: 22+ 5x=0 = x(2x + 5)=0. 5
Donc, cetle équation a deux solutions distinctes : 0 et — —-.

® On peut parfois simplifier les calculs en posant : b" = —-.
Ona:A= b®-4ac=4(b?-ac).
On utilise alors le discriminant réduit A’ tel que : A’ = b — ac.
- 8i A’ < 0, alors I'équation n’a pas de solution. .
- Si A’ = 0, alors I'équation a une solution double : - —-. 3
b+ A
a

- Si A’ > 0, alors I'équation a deux solutions distinctes : et

_ b;_\:"A;
a
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Exemple

Résoudre dans R I'équation : 3x ~ 2y2x -2 = 0.

Ona:A=2+6=8. o _ g ,
Donc, cette équation a deux solutions distinctes : 2 = - et

mmmmmsm Somme ef produit des racines

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax® + bx + ¢.

Si P admet deux racines x, et x,, alors on a : P(x) = alx — x,)(x — x,) = ax? — alx; + x,)x + ax,x,.

Or, deux polynémes de méme degré sont égaux si et seulement si les coefficients des termes de méme
degré sont égaux.

Donc,ona:—alx, +x,)=b et axx, =c.

c

E.

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax® + bx + .

o b
On en déduit : x; +x, =— = ot xx, =

c

b .
Si P admet deux racines x, et x,, alorsona: x, +x, =- — et xx, = =

B emargue

Dans certains cas, on peut déterminer sans calcul une racine de P. On peut alors trouver facilement
I'autre racine d I'aide de I'une des deux relations précédentes.
C’est notamment le cas lorsque le polynéme a une racine évidente.

Exemple
Soit P le polynéme défini par : P(x) = 152 — 11x — 4.
On constate que : P(1) = 0 ; 1 est donc une racine de P

l'autre racine est donc -

Le produit des racines est — 15 15

¥

Propriété 2
Deux nombres réels ont pour somme S et pour produit P si et seulement si ils sont les solutions de
I'équation : x> — Sx + P = 0.

Démonstration
* Soit x, et x, deux nombres réels tels que : x, + xz S et x;x,=P.
Pour tout nombre réel x, on a : (x —x)(x —x,) =% — (x; + x,)x + x,x, =x*> - Sx + P.

Dong, x, et x, sont les solutions de I’équation : x2 -Sx+P=0.
* Réciproquement, si x; et x, sont les solutions de ’équation x? — Sx + P = 0, alors, d’aprés la propriété 1,
ona:x, +x,=S et xx,=P.

Exemples

* Déterminer deux nombres ayant pour somme 2,3 et pour produit — 1.

Ces deux nombres, s'ils existent, sont solutions de I'équation x% — 2,3x—1 = 0.
On a: A’ =4 ; donc cette équation a deux solutions : \-"3 -2 et \.’3 + 2.

Les deux nombres cherchés sont donc {3 — 2 et (3 + 2.

¢ Déterminer deux nombres ayant pour somme 2 —,2 et pour produit —[3 2/2).

Ces deux nombres, s'ils existent, sont solutions de 'équation : 2x% — 2(2 — 20+ 3 - 22 = 0.
Ona:A=(2-/22-2(3- 24 2) = 0 ; donc cette équation a une solution double : 7{2 —J2).
Les deux nombres cherchés sont donc égaux a %{2 - \"2).
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* Déterminer les dimensions a et b d’un rectangle dont le périmatre est 64 m et 1’aire 240 m2.
Ona:a+b=32et ab = 240.

Les nombres a et b, s'ils existent, sont les solutions de I'équation : x% — 32x + 240 = 0.
On a: A’ =16 ; donc cette équation a deux solutions : 12 et 20.
Le rectangle a pour longueur 20 m et pour largeur 12 m.

1.2, Inéquations du second degré

mmmmmmm Signe d’un polynéme du second degré

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c.
Le discriminant de P est le nombre réel A tel que : A = b% — 4ac.

Ona;:Plx) = a((x + _b__)z = _A_)

2a, 4a2 ¥
e SiA<0,alorsona :YxER (x+£)2—i>0'
: | ] > 2 za 4a2 E
on en déduit que, pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de a.
® SiA=0,alorsona:Px) = a(x + 2%)2 ;
on en déduit que, pour tout nombre réel x distinct de — 2%, P(x) est du signe de a.
° SiA>0,alors ona:Px) =alx— x, (e —x,)
ol x, et x, sont les deux racines distinctes du poly- 3 g * Xg ik
noéme. X — Xy - 0 + +
On peut étudier le signe de P(x) & l'aide d'un ~ = T 0 o
tableau. Kty ;
(On suppose que : x, < x,.) (= x0)(x = x5) ¥ o - 0+
” 1 z f :
3 5 signe g signe o signe
AL — &) ~) dea | de-a | dea

Soit P le polynéme du second degré défini par ; P(x) = ax? + bx + ¢
Pour étudier le signe de P(x), on peut calculer son discriminant A et utiliser I'un des tableaux
ci-dessous.

. AR A=D A0
P n’a pas de racine P a une racine double — 2% P a deux racines distinctes x, atic
X |=oo + oo X |- Tgg +eoe X |-ee x4 Xy +eo
7 . T A | [ L
signe signe g signe P(x) |5iSN€ g signe g signe
5, A] dea Bl dea | dea (x) dea |de-a | dea |
Exemples ‘
° Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe du polynéme P défini par : P(x) = — 2x? + x — 1.
Ona:A=-7;donc P n'a pas de racine et Vx € R, P(x) < 0.
e Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe du polynéme Q défi- Sl
ni par : Q(x) = — 2x? + 3x + 2. ik 2 e
Ona:A=25;donc,QadeuxracinesZet——é—. Y Q)| - (l) 4 6 =

Le signe de Q(x) est donné par le tableau ci-contre.

mmmmmmm Résolution d’une inéquation du second degré

Une inéquation, d'inconnue x, du type ax? + bx + ¢> 0 (a# 0) est appelée inéquation du second degrsé.
Pour résoudre dans R I'inéquation ax? + bx + ¢ > 0, on étudie le signe du polynéme P défini par:
Px)=ax?+bx +c.
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Exemples

* Résoudre dans R l'inéquation : —x2 +4x + 1= 0 (1).

Soit P le polynome défini par : P(x) = — 2 + 4x + 1. ,

Ona:A'=5;donc, Padeuxracines: 2 — 5 et 2 + J5 ;

Le coefficient de x? est négatif, donc le polynome est positif « entre les racines ».
L'ensemble des solutions de (1) est : [2—,5; 2 + J51.

° Résoudre dans R l'inéquation : — 222 + 2¢ -1 = 0 (2).

Soit Q le polynéme défini par : Q(t) = — 2x2 + 22 — 1.

Ona:A'=-1;donc, Qn’a pas de racine ; le coefficient de x2 est négatif, donc : Vx € R, Q(x) < 0.
L'inéquation (2) n’a pas de solution.

smmmms [nterprétation graphique

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c.
La représentation graphique d'une fonction polynéme du second degré dans le plan muni du repére
orthogonal (O, I, ]) est une parabole.

Le sommet S de cette parabole a pour abscisse —

2a

Ona:Px) = a((x + 2%)2 - ZA;) ; 'ordonnée du sommet est dong — %.
Les abscisses des points d'intersection de la parabole avec la droite (OI) sont les racines du polynéme P ;
le signe de P(x) est donné par la position de la parabole par rapport 4 la droite (OI).

On obtient six cas de figure suivant les signes de a et de A.

A>0 A=0 A<O
J_
a>0 ’_%
O x1l :’ -rg J- =
Al N i 5 i
Deux racines x, et &, " Qa " %a
VxE€l-oo;x,]Ulx,;+ e,
Jp(xg ; 0 il Une racine double : — 2% Pas de racine
Vx € [x,;x,], Px) < 0 VxeER,Plx)=0 VxER,Plx)>0
J
s !
A b
~4a | s %
o b 0 L ¢
_?& _A -------- 1
4a S
J
a<0
@]
Deux rdcines x, et X, ﬂ
Vx&l-e;x,]U [x,; + o,
Ip[x) éo : Une racine double : — 2% Pas de racine
Yx e x5l PH)=0 VxeR,Px)<o Vx€ER,Plx) <0

188 Equations, Inéquations, Systemes linéaires




. Travaux dirigés

mmmmmm 1. Probléme d'optimisation

ABCD est un carré de coté 2. M est un point du segment [AB], AEFM et
MGHB sont des carrés.

On pose : x = AM. On désigne par #(x) I'aire de la surface hachurée.

1°) Démontrer que la valeur maximale de s{(x), lorsque le point M décrit
[AB], est égale a la moitié de I’aire du carré ABCD.

2°) Déterminer I'ensemble des nombres réels x tels que : 1 < s(x) = 2.

Solution

1°)Ona:sllx)=4—-x2-(2—x)2=—2x2 + 4x.
Lorsque le point M décrit [AB], x décrit I'intervalle [0 ; 2] ; la fonction 5 est une fonction polynéme du
second degré. On munit le plan du repére orthogonal (0, I, J) ; 1a courbe représentative de s est une para-

bole dont le sommet S a pour abscisse — 54 » Cest-a-dire 1.

Dong, la valeur maximale de #{(x) est obtenue en
1 et est égale a (1), c'est-a-dire 2. 9

w

2°) D’apres la question précédente, on a :
1<dx) =2 < Alx) > 1
= 2x?—4x +1<0.

Le polynéme 2x? — 4x + 1 admet deux racines x,

(o I SRR C s R

2 /2
etx, telles que : x; =1 et x,=1+%.
[2 2 o « g 9
Donc:1<.9&(x]52©x6]1—‘7;1+32—[. ! .

mmmmsmm 2. Infersection d'une droite et d'une parabole

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).

Soit () la parabole d’équation : y = — 2% + 2x + 3.

Pour tout nombre réel m, on considére la droite (%,,) d’équation : y = x + m.

1°) Construire, sur le méme graphique, la parabole (?) ainsi que les droites (& o et (8).

2°) Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points d’intersection de (2,,) et de ().

3°) Soit E I’ensemble des valeurs de m pour lesquelles (2,,) et (?) ont deux points communs A et B, dis-
tincts ou confondus. On désigne par M le milieu de [AB].

Déterminer le lieu du point M lorsque m décrit E. 5.5
4

Solution 2 /

1°) Le sommet de la parabole (%) a pour coordon-

nées (1 ; 4) ; on a le tableau de valeurs suivant. 3 /

HEIETEIERE R

y |-5] 0 314?3‘0‘—5

Les droites (92,) et (%,) ont pour coefficient direc-
teur 1 et coupent 'axe (OJ) aux points d’ordonnées -1
Tespectives 4 et 0. [e]

2°) Pour tout nombre réel m, les abscisses des
points d’intersection de (%) et (%,,) sont les solu-
tions de I’équation : /)
-x*+2¢x+3=x+m (1)
Ona:(1) & x2-x+m-3=0,
A=13—4m ; donc:

esimeE J-o; %[, alors A > 0 ; ’équation (1) a

deux solutions distinctes. (,,) et (P) ont deux
points communs distincts ;
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°esim= %, alors A = 0 ; I’équation (1) a une solution double.

(%@,,) et (P) ont deux points communs confondus ; on dit que (%) et (P) sont tangents.

esime ]123- ;+eoof,alors A< 0 I’équation (1) n’a pas de solution.

(%,,) et (?) n’ont pas de point commun.

3°) D'apres la question précédente, ona:E=]-; 14?]. Lorsque m € E, on désigne par x, et x, les solu-

tions de I'équation (1). Dong, x, et X, sont les abscisses respectives des points A et B ; les coordon-

nées du point M, milieu de [AB], sont (g5 Yy tel que : ey, = —;—(x1+ x,) = —%»- et Yy = %‘UJ# Yo} = % + m.
1 15

On en déduit que le lieu des points M lorsque m décrit E est la demi-droite définie par:ix=—o et y<

mmmmms 3. Etude du signe des solutions d'une équation du second degré

Soit m un nombre réel. On considére I'équation d'inconnue x : (m + - (m+3x+3-m=0.
1°) Résoudre cette équation pour m = — 1.
2°) On suppose m = - 1, Déterminer les valeurs du nombre réel m pour lesquelles :

a) I'équation a deux solutions de signes contraires ;

b) I'équation a deux solutions distinctes positives .

Solution

1°) 8im = ~ 1, I'équation est équivalente & : — 2x + 4 = 0.
Elle a une solution unique égale 3 2.

2°) On suppose pour la suite que : m # — 1.
Ona:A=5m?-2m-3=(m-1)5m + 3). 3
L'équation a deux solutions si et seulement si A > 0, c'est-a-dire : m € J-eo ;- LU+,

Pour déterminer le signe de ces solutions, on étudie les signes de leur produit P et de leur somme §.

3—-m m+ 3

C)na:P=m+1 et S=m+1'
a) Les solutions sont de signes contraires si et seulement si : P <0.
Ona: P<0 < mE]-e;—1[U]3; + .
Donc, I'équation a deux solutions de signes contraires si et seulement si: m € ]-o0 ; ~1[ U ]3 : + cal,
b) Les racines sont toutes deux positives si et seulement si : P>0 et S> 0.
Ona: P>0 & mel-1;3[;

8>0 © mMmELew;-3[Ul-1;+&[

-

Donc, I’équation a deux solutions distinctes positives si et seulementsi: m € 1-1 ;- %[ Ul1;3lL

WE Xercices Bz o o AT o o AR

l.a  Résoudre dans R chacune des équations sui- l.c  Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes : vantes :
a)2x*+4x+3=0 : a]—2x2+5x—3>0;b}2x2—7x—15~<-0;
b)3ax2-2/6x+2=0; €)4x?-43x+3<0 ; d)— 202 -4x—3 < 0.
¢)]-6x*+13x—6=0;
d)x*~ (2~ 3)}x— 6 =0, : 1.d 1. Démontrer que pour tout nombre réel k,
I'équation 2% + 2(k + 1)x + 2k = 0, oil x est I'in-
1.b Aprés avoir trouvé une solution évidente, connue, admet deux solutions distinctes.
résoudre dans R chacune des équations sui- 2. Etudier, suivant les valeurs du nombre réel
vantes : k, le signe de ces solutions.
a) 722 —-5x-2=0;
b)-3x*-2x+1=0" l.e  Une boite de conserve cylindrique a une aire
)32 —(1+/3)x+1=0; totale de 600 cm? et une hauteur de 15 cm.,
d)ax?—(a®?+ 1)x +a=0. Calculer son volume. (On prendra : 1w ~ 3.)
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degrée

. Equations et inéquations de degré supérieur a 2

mummmmm Equations bicarrées

1. Résoudre dans R l'équation : x* + 22 - 12 = 0.
Cette équation du quatridme degré, sans terme de degré impair, est appelée équation bicarrée.
Pour résoudre une telle équation, on peut effectuer le changement d’inconnue : X = x2.
Ona:x*+x%2-12=0 & X2+X-12=0

& (X+4)(X-3)=0

e k+4)xE-3)=0.
L'équation x” + 4 = 0 n'a pas de solution ; I'équation x* -3 =0 a pour solutions —,3 et ,3.
L'équation x* + x> — 12 = 0 a donc deux solutions : — ;'3 et 3.

2. m est un nombre réel donné.
On considére l'équation d'inconnue x: x* - 3ma2 + m2-1=0 (1).
~a) Résoudre cette équation dans R pour chacune des valeurs suivantes de m : 0 213 3.
b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette équation a :
* quatre solutions distinctes ;
* trois solutions distinctes ;
e deux solutions distinctes.

aleSim=0,ona: ¥_1=0 = (x2-1)x*+1)=0

= [x -1)(x +1)(x% + 1) = 0.
Dong, I’équation a deux solutions : — 1 et 1.
eSim=1,ona: xt-3x2=0 = Bxr-3)=0

e Fx-y3)x+J3)=0.

Donc, I’équation a trois solutions : — '3, 0 et , 3.
*Sim=3,0na:x*-9x2+8=0 o (x?-1)(x%~8) =0 ,

= _ (x —1)x +1)(x - 2/2)(x + 2y2) = 0.

Donc, I’équation a quatre solutions : — 1, 1, — 2,2 et 2,2.

b) On pose : X = x? ; on obtient I’équation : X2 - 3mX+m2—1=0 (2).

Dans I’équation (2),ona:A=5m?+4;P=m?—-1;S=3m.

On remarque que, pour tout nombre réel m, ’équation (2) admet deux solutions distinctes.

¢ L'équation (1) a quatre solutions distinctes si et seulement si I’équation (2) a deux solutions distinctes
et positives.

Cette condition est réalisée si et seulementsi A>0,P>0 et S> 0, c'est-a-dire : m € 11:+eo[.

® L'équation (1) a trois solutions distinctes si et seulement si 1’équation (2) a deux solutions distinctes
et positives, dont ['une est nulle.

Cette condition est réalisée si et seulement si A>0,P=0 et S> 0, c’est-a-dire : m = 1.

° L'équation (1) a deux solutions distinctes si et seulement si I’équation (2) a deux solutions distinctes
non nulles et de signes opposés.

Cette condition est réalisée si et seulement si A> 0 et P<0, c'est-a-dire:me -1 1[.

smmmsms Inéquations bicarrées

1. Résoudre dans R I'inéquation : 4x* - 5x2 + 1 < 0 (1).
Soit P le polynome défini par : P(x) = 4x* — 5x% + 1.
Onpose: X=x*;o0na:4x?—5x%2+1= 4X2—5X + 1.

Le polynéme 4X? — 5X + 1 a pour racines : 1 et %
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Donc:4X?2-5X+1 =(4X-1)(X-1)

= 1 1

= (4x® - 1)(x% - 1) x Ty . PR S QT

:{2x—.1)[2x+ 1)(x - 1)(x + 1). Br=Tioes 1) i P 0 + S
On en déduit le tableau de signes ci-contre.
Dong, l'ensemble des solutions de I'inéquation (1) (= 1) +1) e I = B &
est:l-15- 2 U1l P(x) +0- 0+ 0-0+

2. Résoudre dans R l'inéquation : x4 = 12 + 12 (2).

Ona: x*=2x2+12 & x*—x2-12=0.

Onpose: X=x?;omaat -2 —12=X-%X—12,

Le polynéme X2 -X—12 a pour racines : — 3 et 4.

Donc: X2-X-12 =(X+3)(X-4)

(x2 + 3)(x% - 4)

= (*? + 3)(x — 2){x + 2).

Or:¥x€R, x2+3>0.

Dong, I'ensemble des solutions de I'inéquation (2) est: |- ;=2 ] U [2; + oo L.

mmmmmmm Autres équations et inéquations de degré supérieur a 2
1. Résoudre dans R I'équation : x4 - * — 1322 + x + 12 =0 (1).
Soit P le polynéme défini par : P(x) = x* — x3 — 13x2 + x + 12.
P(1) = 0, donc il existe un polynéme Q tel que: Vx&R, Plx)=(x-1)Q(x).
P(-1) = 0, donc il existe un polynéme R tel que : Vx € R, Q(x) = (x + 1)R(x).
Par suite,ona: Vx € R,Plx) = (x—1)Qx)

= (- 1)(x + 1R(x)

= (x* - 1)Rx).

Pour déterminer le polynéme R, on peut effectuer la division euclidienne de P(x) par x? —1.

(-1 —x-12)

(x—1)(x + 1)(x — 4)(x + 3).
Dong, I'ensemble des solutions de 1'équation (1)
est:{—1;1;-3;4.

2 — P - 1322+ x 12 | x2-1 On obtient : P(x)

+
0 — x% —12x2+ x + 12 | x2—-x—-12
0 —12x%+ 0 + 12
0 +0 + 0

2, Soit P le polynéme défini par : P(x) = 2% + 23 - 522 + x - 6.
aj Vérifier que — 3 et 2 sont racines de P et en déduire une factorisation de P(x).
b) Résoudre dans R l'inéquation : 2% + 3 - 52 + x -6 < 0 (2).

a) P(- 3) = 0, donc — 3 est une racine de P ; P(2) = 0, donc 2 est une racine de P.
On en déduit qu'il existe un polynéme Q tel que: Vx ER, Plx) = (x+ 3)(x—2) Qx)
= (x? + x - 8) Q(x).

Pour déterminer le polynéme Q, on peut utiliser la méthode des coefficients indéterminés.
Q est un polynéme du second degré ; on pose : Q(x) = ax? + bx + c.
Ona:VxeER, (x®+x-6)lax®+bxr+c)=x*+x3—5x% + x — 6.
Le mon6me de plus haut degré de P(x) est égal au produit des mondmes de plus haut degré de Q(x) et
dex?+x-6;donc:a=1.
Un raisonnement analogue sur les termes constants nous donne : ¢ = 1.
Donc: VxR, x* +x3-522+x-6 = (32 +x—6)(x% + bx + 1)

=x*+ (b + 1)x® + (b~ 5)x? + (- 6b + 1)x — 6.
On en déduit que : b = 0.
D'ott : P(x) = (¢ + 3)(x — 2)(x2 + 1).

b)Vx € R, x2+1>0;on en déduit que, pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de (x + 3)(x — 2).
Dong, I’'ensemble des solutions de I'inéquation (2) est: |- 3 ; 2.
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2.9, Equations et inéquations irrationnelles

mmmmmmm Equations irrationnelles

On appelle équation irrationnelle toute équation ol I"inconnue figure sous un radical.

1. Résoudre dans R I'équation : {72— x=x+10 (1).
Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre une telle équation.

17 méthode : résolution par implications
Pour tous nombres réels aetbh,ona:a=b = a®=>h2
On peut écrire : J2—x=x+10 = 2-x=(x+10)?
= 22+21x+98=0
= (x+7)(x+14)=0.
L'équation (x + 7)(x + 14) = 0 a deux solutions : — 7 et — 14.
Pour terminer la résolution, nous devons vérifier si — 7 et — 14 sont solutions de I'équation (1).
\'2 — (-7) ==7+10; -7 est solution de (1) ;
.~ (—14) #— 14 + 10 ; — 14 n'est pas solution de (1).
Dong, I'équation (1) a une seule solution : — 7.

Pour résoudre une équation irrationnelle (E), on peut utiliser la méthode suivante :
s ¢éliminer les radicaux par des élévations au carré ;

| e résoudre I'équation (E’) sans radical ainsi obtenue ;

* déterminer, parmi les solutions de (E’), celles qui sont solutions de (E).

2¢ méthode : résolution par équivalences

, a=Dh?
Pour tous nombres réelsaet b,ona: a=h < { Lsei :

2—x=(x+10)2

On peut écrire : 2—x =x + 10 @{ spece ) 2 5

X2 +21x+98=0
x=-10
x+7)x+14)=0
x=-10

& o x=-7,

Dong, 1'équation (1) a une seule solution : — 7,

2. Résoudre dans R I'équation : \-r— 2 +5c+9 = V‘x -3 (2).

. — i a:b
Pour tous nombres réelsaetbh,ona:ya=yb <4 .~ qu b=0

On peut écrire : {— x* +5x+9 =/x— 3

—x24+5x+9=x-3
™ x=-3=0

{ —x24+4x+12=0
Pl

x=3

g

{ (~x+6)x+2)=0

x=3

. < x=6.
Donc, 'équation (2) a une seule solution : 6.
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mmmmme Inéquations irrationnelles

Pour résoudre de telles inéquations, il est difficile de procéder par implications, car les ensembles de
solutions contiennent, en général, une infinité d'éléments : on ne peut donc pas vérifier si chacun d'eux
est solution de I'inéquation initiale.

1. Résoudre dans R l'inéquation ; x + x-12>3 (1).
* Contraintes sur l'inconnuye : XE[1;+0]
OOna:VxE{1;+oc[,x+;x— 123 ;r.r—l =3—x
OI!VIE[1;+°°[,\'I—-1 =0 ; dong ; &
= 813 —x = 0, I'inéquation est vérifiée ; tout nombre réel de I'ensemble [3 ; + oo egt solution de (1).
—8i3-x>0,0na:/x—123_4 & x—-1=(3-x)?
S X2 —7x + 10=0
< (x-2)x-5) =<0
& x€[2;5];
tout nombre réel de ’ensemble [2 ; 3[ est solution de (1).
Donc, I'ensemble des solutions de l'inéquation (Qest:[2;:3] U [Bi+e[=[2;+ oo,

2. Réspudre dans R I'inéquation : /x + 1 + Jx+2 =3 (2).
¢ Contraintes sur l'inconnue :x = —1 et x = — 2, doncxe -1+ oof.
*Ona:vVxe [=1;+ e, \:.;c¥|-1+\’.'x+2" =3 o 2x + 3+2\"[-,ic'+ ij(x+ 2]
) = \'(x+1](x+ 2)=-x+ 3.
Or:Vxel[-1;+ oo, J(x -+7;_|_]-(.1?+ 2)=0 : donc :
- si—x+3=0p, I'inéquation est vérifise ; tout nombre réel de 'ensemble [3 ; + o[ est solution de (2).
- si-x+3>0, ona:\'r(x_+ 1j(.r+ 2)Z2-x+3 © (x+ DVx+2)=(—x+ 3)2
= 9x-7=0
= X = —g- :
tout nombre réel de I’ensemble [%— ; 3[ est solution de (2).

Donc, l'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est : [—7—; SlUB; +el=[L 3+ oo,
q 9 9

WE xercices B A

P
2.0 Résoudre dans R chacune des équations sui- 2.d Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes : vantes :
alx*+x*-6=0; b)x4—7x2+6=0; a]\:x2+3x—-722x~1;
x®~7x-6=0: dlx*~x-6=0. biJez_ 2.4 1 >—x+3;
r-1+fr11</x.
2b Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
i " 2e SoitPle polynéme défini par :
@) e+ 1)* = (x-1)2; Plx) =x*—5x3 + 6x2 _5x 4 1.
b x~10¢—7(x - 1)2 4 12 < 0: 1. Démontrer que, pour tout nombre réel x non
xt - —7x2 1 x 16>, nul, on a : 5 1
- 2
P(x) = xz[(x + ?) - 5(1' - T) + 4]. 4
2.c  Résoudre dans R chacune des équations sui- 2. Résoudre dans R 1'équation P(x) = 0, puis
vagles: 'inéquation P(x) = 0.
a) (x2+ x+1=3r—1 :
bj {x2 —5X+6 =42+ 4r s+ 2.f ABCDest un rectangle tel que : BC = AB + 1 et
cJy-x+1+fxi3=2 AC = 2 AB. Calculer 'aire de ce rectangle.
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—3.1. Systemes de trois équations & trois inconnues

ax+ by +cz=d
On consideére le systéme (2) : { ax+by+cz=d , Ol x, y et z sont les inconnues.
ax+by+cz=d
(%) est appelé systéme de trois équations du premier degré (ou systéme lingaire) a trois inconnues.
Résoudre (%), c’est déterminer tous les triplets (x, Y, z) de nombres réels qui vérifient les trois équations.

Nous allons étudier deux méthodes de résolution d’un tel systéme : par substitution et par le pivot de
Gauss.

mmmmmmn Résolution par substitution

x+y-2z=7 (E)
1. Résoudre le systéme (=): { 2x-y+z=0 (E,)
3x+y+z=8 (E,).

On déduit de I'équation (E,) que : z = — 3x — y + 8.

On remplace z par — 3x — y + 8 dans les équations (E,) et (E,).
7x + 3y = 23

On obtient : (£)) & { -x-2y=-8
z=—3x-y+ 8.

7x+ 3y =23

wvlin Wt a un unique couple solution : (2 ; 3).

Le systeme {

On en déduit que : z=-3x2 -3 + 8 =—1.
Donc, le systéme (Z,) a un unique triplet solution : (2 ; 3 ; —1).

2x-y-2z=6 (E)
2. Résoudre le systéme (Z,) : { x+y-z=1 (E,)
x-5y-z=9 (E,).
On déduit de ’équation (E,) que :y=2x-2z-6.
On remplace y par 2x — 2z — 6 dans les équations (E,) et (E,).

Yy=2x—-2z—-6
On obtient : (Z,) & { 3x—3z=7

—9x + 9z =~ 21.
Le systéme { o N a pour solutions tous les couples (¢, z) de nombres réels tels que :

—9x +9z=-21
3x-3z=7.
On donne & I'une des inconnues une valeur arbitraire, par exemple : z = A.
xi= % + A

On en déduit: (2,) & { y=- = A €R).

z=X
Donc, I'ensemble des triplets solutions de (Z,) est : {(% +A = % i k),k S R}.
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systeme donné en un systéme équivalent,
Nous en exposons ici le principe sur quelques exemples,

X-5y—-7z=3 (E,)
1. Résoudre le systéme 2 { Sx+3y+z=3 (E,)
Ix+y-2z=-1 [Ea]'
¢ On élimine x dans (E,) et dans (E;), par combinaisons de chacune de ces équations avec (E,):
X-5y—7z =3 (EIJ
On obtient : [21) S 9-28y—36z =12 5x (E,)- [Ez)
—16y—19z =10 3 x (El] = 1By
X—5y—7z =3 (E,)
1:){ -7Yy—9z =3 18
~16y-19z =10 (E7,),
® On élimine y dans (E’,), par combinaison de (E)) et ).
X—-8y—7z =3
On obtient : (629 1:»{ ~7Yy—9z =3.
iz = 2
* Il reste a résoudre ce systéme « triangulaire » ; on obtient, en commencant par la dernitre équation,
Puis en remontant : z = 2, y=-3etx=2.

Dong, le systeme (£;) aun unique triplet solution : (2;-3;2).

X+y-2z=1 (E)
2. Résoudre le systéme (%) : { X-2y+z =1 (E,)
~2X+y+z=1 (E,).
X¥+y-2z =1 (E)
On obtient : (B) e { 3Yy—3z =0 (E,) - (E,)
3y—3z =3 2% (E) + (E,).

Le systeme { gg B gif g n'a pas de solution ; donc, le systéme (Z,) n'a pas de solution.

X+2y+5z=4 (E,)
3. Résoudre le systéme (Z3): { X+Yy+2z=86 (E,)
2x+ 3y + 7z =10 (E,).

X+2y+5z =4 (E,

)
On obtient : (z,) & { Y28 =3 [EJ=(Bj- (E,)
y+3z =— B) =ax (E)~ (E,).
Diac, s X+2y+5z =4 (E.l]
e (3) ﬁ{ Y+3z =<2 (E',).

On donne 4 I'une des inconnues, y ou z, une valeyr arbitraire, par exemple : z = ),
On déduit de (E',) que ‘Y =—2-37; on déduit de E)que:x=4— 2(-2-3)0)+51=8+ 11A.
Donc, I'ensemble des triplets solutions de (Z;) est : {(8 +11A;-2 -3 = IR}.

E €margues

* Nous admetions qu’un systéme linéaire de trois équations a trois Inconnues q :
- ou bien aucune solution 5
- ou bien une seule solution ;
- ou bien une infinité de solutions.

® Nous pouvons rencontrer des systémes linéaires a trofs inconnues, com portant plus de trois équations.
Pour résoudre un tel systéme, on peut choisir trois €quations, résoudre Je systéme composé de ces trojs
€quations, puis vérifier si les solutions trouvées sont solutions ou non des autres équations.
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—=3.2.. Utilisations de systéemes linéaires

mmmmmm  Systémes linéaires d'équations

1. Probléme d'Euler

Trois personnes jouent ensemble. Elles conviennent qu'a chaque partie, le perdant double I'avoir de
chacun des deux autres joueurs. Aprés trois parties oii chacun en a perdu une, chaque joueur a un avoir
de 2 400 F. Quels étaient les avoirs initiaux ?

Choix des inconnues

On désigne :  — par x 'avoir initial du joueur A, perdant de la premiére partie ;
— par y l'avoir initial du joueur B, perdant de la deuxieme partie ;
— par z l'avoir initial du joueur C, perdant de la troisiéme partie.

Mise en équations
Le tableau suivant indique les avoirs respectifs des joueurs A, B et C & la fin de chaque partie :

f}‘B;aitli?e fin de la 2¢ partie fin de la 3° partie
joueur A | x~y-z 2c-y-2) =2x-2y -2z 2(2x -2y - 2z) =4x -4y - 4z
joueur B 2y 2y-(x-y-2z)~-2z =-x+3y~-z 2(-x+3y—-2) =-2x+6y-2z
joueur C 2z 4z 4z - (2x -2y -2z) - (~x + 3y -z)
=-X=-y+7z

dx—4y—4z =2 400 x—y—z =600 (E,)
On obtient finalement le systéme : {— 2x+6y—-2z =2400 < { —X+3y-z =1200 (E,)
—xXx—-y+7z =2400 —Xx—y+7z =2400 (E,).
Résolution
Elle peut se faire par la méthode du pivot de Gauss.
On utilise ici une autre méthode suggérée par la nature des équations (E,), (E,) et (E,).
En additionnant membre & membre les trois équations, on obtient : x + y + z = 7 200 (E,).
2x=7800 (E)+ (B,
On en déduit que : { 4y=8400 (E,) + (E)
82=9600 (E,) + (E,).
Conclusion
Les avoirs initiaux des joueurs A, B et C étaient respectivement de : 3 900 F, 2 100 F et 1 200 F.

2. Dans un tétraédre, les quatre faces ont le méme périmeétre.
Démontrer que les arétes opposées sont deux i deux de méme longueur.

Choix des inconnues
On désigne par (x;, x,), (y,, y,) et (z,, z,) les couples d'arétes opposées.
Mise en équations
Les périmeétres des quatre faces du tétraédre sont : Xyt Yo+ Zy 5 Xy Yok By 5 Xt Yot 25 Xt Yo+ Z,
Dire que les quatre faces ont le méme périmétre équivaut a écrire
Xi+ Y+ B =X+ Y, + 5,
le systéme (Z) : { X, ty, +2Z, =X+ Y, + 2,
Xyt Y+ B =X, Y + 5,
Résolution
ht# =Y, +z, Y1-Y,=%-2 (E)
@ = {x1+y1 =X+ Y, & { X —x,=Y,-y, (E,)
BB SR Xy =X, =2,—2, [(E,).

On en déduit que : § "1™ *2 =% 7% (E,) = (Ey)
xl_xz =Zz—Zl (ESJ ]

Xy=
donc:z —z,=z,—2z,=0¢et yy,=y,
By =y

Conclusion
Les arétes opposées sont deux & deux de méme longueur.
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EEEmEE Programmation linéaire

Pour assurer une alimentation équilibrée de ses poulets, un éleveur doit leur donner quatre ingrédients
A, B, C, D dont les besoins mensuels sont globalement et respectivement estimés a 75 kg, 30 kg, 10 kg,
20 kg.

Deux aliments préparés P et Q contiennent ces ingrédients dans les proportions suivantes :

ingrédient A | ingrédient B ingrédient C ingrédient D
aliment P ! 50% ‘ 10 % 20 % 0%
aliment Q | 30% f 20 % .‘ 0% = 40 %

1. L'éleveur désire acheter, dans Ia limite de la capacité de son véhicule qui est de 400 kg, une quanti-
té d’aliments P et Q suffisante pour au moins un mois,

a) Traduire par un systéme d'inéquations les contraintes relatives a cet achat. Représenter graphique-
ment I'ensemble des solutions de ce systéme,

b) En déduire les répartitions possibles des produits P et Q, sachant que ces produits sont conditionnés
dans des sacs de 50 ke.

2. Léleveur veut effectuer ses achats au meilleur coiit. Déterminer la répartition mensuelle des produits
P et Q dans les cas suivants 2

a) les produits P et Q sont vendus au méme prix ;

b) le produit P est deux fois plus cher que le produit Q;

¢) le produit P est deux fois moins cher que le produit Q.

1. On désigne respectivement par x et y les quantités achetées (en kg) des produits P et Q.
a) Les contraintes d'alimentation et de transport se

05x+03y =75 40%
0,1x+0.2y =30

traduisent par le systéme 0,2x=10
04y =20 :
X +y < 400 950 b

Pour résoudre ce systéme, on trace, dans un repere,
les droites d'équations : 150
05x+0,3y =75,
0.1x+0,2y =30, \ L
0,2 =11, 50 it e
0.4 y = 20, \ v\\ \ X
X +y = 400, Ol 50 150 300 400
Les solutions du systeme sont tous les couples (x, y), coordonnées des points de la zone coloriée.
b) Le conditionnement de la marchandise se faisant en sacs de 50 kg, on ne retiendra des points précé-

dents que ceux dont les coordonnées sont des multiples de 50.
Ces points déterminent toutes les répartitions possibles des produits P et Q.

o CE

2. a) 8i les produits P et Q sont vendus au méme prix, le cofit de I’achat est donné par l'expression
k(x + y), k étant le prix, au kilogramme, de chaque produit.
Le cotit des produits est donc proportionnel & x + .

On considére les droites (@,,), paralléles entre elles, d’équations : x + Yy=m(meER)eton détermine la
valeur minimale de m pour laquelle les contraintes précédentes sont vérifiées (zone coloriée).

D’aprés le graphique, 1a dépense est minimale lorsque : x + y = 200.

x =100
y=100
b) Cette fois, le coit est broportionnel & 2x + y. Un raisonnement identique au précédent nous permet
de conclure que la dépense est minimale lorsque : 2x +y = 300.

x =50 ” { x =100
¥ =200 ¥ =100
c) Le cofit est Proportionnel 3 x + 2y. La dépense est minimale lorsque : x + 2y = 300.

x =100 &t {I =200 (ﬁgure 3).

Cette condition est réalisée dans un seul cas - { (figure 1).

Cette condition est réalisée dans deur cas : i (figure- 2).

Cette condition est réalisée dans deux cas : { il v ¥=50
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figure 1

Remarque

Un probléme de programmation linéaire consiste a déterminer les coordonnées (x, y) d’un ou plusieurs
points d’une partie du plan définie par un systéme d'équations ou inéquations traduisant un ensemble
de contraintes. Ces contraintes étant réalisées, on peut rechercher, parmi ces points, ceux dont les coor-
données rendent maximale ou minimale une expression de la forme ax + by.

WE X@ICICES B s i i

3.a

3b

—_—m—

Résoudre chacun des systémes suivants :
3x+2z=1
a){x+2y—z=8
Sx+2y+2z=7;
2x-3y+z=1
b]{x+y—z=3
x—-9y+5z=-7;
—x+3Yy—z=2
c){Zx—y+32=—1

2x + 9y + 5z=0.

1. Résoudre chacun des systémes suivants :
3x-2y+2z=-1
a
}{x—2y+z=—2;
pixt 2y—z=4
){ -x—y+3z=-5.
2. Démontrer que les deux systdémes précé-
dents ont une solution commune.

ML THENRN
50 150\ 300 400 O

figure 2

3.c

3d

150 300 400

figure 3

50

Aprés avoir effectué le changement d'incon-
nues x+y=3S et xy =P, résoudre chacun des
systémes suivants :

L
a) { x*+y —xy=28
xX+y=2;

L
b}{y + 2= 20y
x+y+xy=0.

Trois sacs A, B et C, pesant respectivement
5 kg, 3 kg et 2 kg, contiennent un mélange de
farines de blé et de manioc.

Déterminer le pourcentage de farine de blé
contenu dans chacun de ces sacs, sachant que :
e le mélange des sacs A et B contient 62,5 % de
farine de blé ;

¢ le mélange des sacs A et C contient 60 % de
farine de blé ;

¢ le mélange des sacs B et C contient 56 % de
farine de blé.
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Equations et inéquations du
second degré

1 Verifier que 1 est racine du polynéme P défini
par: Plx) = x2 - 3¢ + 2. .
Factoriser ce polynéme et en déduire l'autre racine.

2 Déterminer le nombre réel a pour que 2 soit raci-
ne du polynéme P défini par: Px) = 2x2 — qx + 3g — 8.
Factoriser alors P et en déduire son autre racine,

2 Mettre chacun des polynédmes suivants sous
forme canonique et en déduire ses racines éventuelles.
a] Plr) = 42 — gy — 4 ; b) Qx) = 2x2 — 12 +18 ;
¢JR(x) = 2x2 — x +3; dlSx)=2x2-x —¢,

& Déterminer 1o polynéme du second degré P tel
que P(0) = - 3 et dont les racines sont — 2 et 5

5 Résoudre dans R les équations suivantes :
@)+ (2 + B+ b=0;
b)2x?-4f3x+6=0;
claxr® - (2 +adx + 2a =0 (a € R*);

d)a*x?-2x + L= 0(acR¥),
a

6 SoitPle polynéme défini par :
Plr)=ax? + bx + ¢ (a=0).
Déterminer une condition portant sur les nombres réels
a, b et ¢ pour que :
a) P ait deux racines opposées ;
b) P ait deux racines inverses I'un de l'autre H
¢] P ait une racine nulle ;
d) P ait une racine égale d — 2,

7 Déterminer le polynéme du second degré P tel
que P(0) = 1,P(1) =4 gt P1)=2 -
Démontrer que : V x € R, Plx)>o0.

8 Utiliser la forme canonique pour étudier, sui-
vant les valeurs de x, le signe de chacun des polynémes
suivanfs :
a)Ple)=x2—x +1 3

cJRx) =—x2— -6;

b)Q(x]=2x2+—3—.r A
d) S(x) = — 22 4 51 -2.

9 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a]3x*+6x-9=<0; bl2x2 +x~150;
o) +x-1<0; d)Jax*—6x+3/3=0;
e}x2—2[1~\3]x+2;3<0; ez arsg,

10 50itP1e polynéme défini par :
P(x) = x2 - 3mx + 2(m2 ~ 6).
Déterminer m pour que 2 soit racine de P.
Calculer alors I'autre racine.

11 Soit P le polynéme défini par:
Plx)=x2—(2p + g + 3p —2q.
Déterminer p et g pour que - 2 et 3 soient racines de P,
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12 s0it P 16 polynéme défini par :
Plx) = (m - 2)x? + 2(m - 2 —2.
Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de racines
deP.

13 Soit P le polynéme défini par :
Plx) = x% - 2(2m - 3)x + m? —3m + 3.
1. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour les-
quelles P a deux racines distinctes,
2. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour les-

-quelles P a une racine double et calculer, dans chacun

des cas, cette racine,

14 ABCD est un rectangle tel que :

AB AB+BC
—_—_——_——— = k‘ k.
BC yN? Calculer

Somme et produit des
racines

15 Déterminer, s'ils existent, deux nombres réels
dont la somme est S et le produit P dans chacun des cas
suivants ; :
al)S=-1 et P o

c]S=3 et P=4:

bjS=-9 et P=20;
d)S=2 et P:-;L.

16 Déterminer deux nombres réels dont la
somme est 1 et la somme de leurs inverses est — —é—

17 Probléme de Newton
Un triangle rectangle a pour périmetre 30 m et pour aire
30 m?. Quelles sont ses dimensions ?

18 L'aire d'un jardin rectangulaire est égale a
360 m? Si on augmente sa longueur et sa largeur de
6 m, l'aire est alors égale 4 630 m2,
Quelles sont les dimensions de ce jardin ?

19 Déterminer, s'ils existent, les deux nomhres +'
etx" dans chacun des cas suivants :

aQ)x? 2= 25 et a'==3:
Ty 1.1 '3

bjx'x"=—6 et x'+.r"_6’

c}£"+it-i—-2—5 of L
Lo S T T3

20 soit P Ie polyndme défini par :
P)=x+2(m-1)x +m-3,
Discuter, suivant les valeuzs de m, le nombre et le signe
des racines de ce polynéme,

21 Soit P le polynéme définj par;
PR =2+ 2m+1)r +m24+ 1,
Déterminer les valeurs du nombre réel m pour que P ait
deux racines « et B telles que:
a) o+ B2 =29 .
bl la—BI =1.
Dans chacun des cas, calculer o et B.




[ quations bicarrées

22 Résoudre dans R chacune des éguations sui-
vantes :
a)x*—11x%2 +18=0;
c)oxt—12x2+4=0;

blxt+x2+1=0;
d)2x* + 11x2 +5=0.

23 On considére I'équation d’inconnue x :
¥+ (m-2xP+m+1=0.
Déterminer les valeurs du nombre réel m pour les-
quelles cette équation a:
a) quatre solutions distinctes ;
b) deux solutions distinctes ;
c) trois solutions distinctes.

24 Résoudre dans R lequatlon
x* —2(a? + b2 + (a® -
nombres réels donnés.

y 4

E quations et inéquations
irrationnelles

25 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes :

a)J2 —x2 - [x2=1=0;
c)\x2— 9+x =9;

b)Ja—x2=x—1;
d)jx2— 9+x =-9.

26 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes :
a) 3+ 312 —x+1=x—-3;
) x3+3x2 —x+1=3—x.

27 Résoudre dans R chacune des équations sui-

vantes :
a}\x+\x+1—,2x+1 b)J3-2x+|5+2x =4
ix+1+yx—1=2/x;: d)2x+1-2x—-1=1.

28 Démontrer, sans la résoudre, que ’équation
suivante n’a pas de solution dans R :

V—2x2 4+ 3x +5 =x%-0,
29 Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes :
a)2r ¥ 3>Jx=1; b)J/3 - 2x > v
c)\-z(xz -2x+2) < Nitz +1;
d) \"3x2 + 2x —,1' < \'sz +x+1;

el x2 +6x+ 6= l2x+ 11,

30 Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes :

a) 3(x2—1>2t 14 b} Jsx—a=x+2;
cj‘x+\x+1<‘x+2 djx+4+x—1>/4x+5;
el lBx+2— 3x\\9x 2.2 H'y 2.7c+1— 2x— 1> 1.

Systémes linéaires

31 Résoudre et discuter, suivant les valeurs du
nombre réel m, chacun des systémes suivants :

b2)2 = 0, ot @ et b sont deux

RS

23

V2

—xy3 + 2my,2 = ]

v3

32 Déterminer le nombre réel m pour que le sys-
téme suivant ait un couple unique de solution :

(Z2-1x—-my=,2-1 mx 2 - 3yy3 =
a){ : b){

x~(2+1)y=m

!{(m—‘l]x—Zy=m

dx—(m+Dy=m+1
Résoudre alors ce systéme.

33 Résoudre, en utilisant un changement d’in-
connues, chacun des systémes d'équations suivants :

4 5
EC P Ay p) 50 +y) —3(x—y)=9,2.

Pig B L et d
r oy
2 +3jy=-1 q)f 42—y =12

C}{ x+2y=2 {x2+y2:3

34 Résoudre chacun des systémes suivants :

B+ryp=—7 p X +y+axy=-1
a){ery:—l y ){ggxz+y)—xy=10
22—y’ =5 . x+3y=-2
CJ{ xy=-—6 ) d){sjcz—wz:lz'

35 1. plan est muni du repére (O, I, J).
1. Représenter graphiquement l'ensemble E des points
M dont les coordonnées (x ; y) Vérifient le systéme ()
x+2y==6
5x + 4y < 40
x=0 ;
0= ys= =
2. Parmi les points de E, determmer ceux dont les coor-
données :
e rendent maximale ’expression x + y ;
e rendent maximale en nombre entier x + y.
Préciser les valeurs de ces maximums.

d’inéquations :

3. Parmi les points de E, déterminer celui dont les coor-
données rendent minimale 'expression 2x + y. Préciser
la valeur de ce minimum.

36 Résoudre les systémes suivants :
>
x—2y+z=~5

2x+3y—-5z=-11
a}{4x+y—22=—8 : b){_x+y+2z=—4;
X—2y+z=-2 L2x—y—z=5
X+2y+3z=—2 B=ZUTS 2
){zx+3y+z=1 : d){y—Zz:MZ .
3x+y+2z=1 Z2—2x =42

37 Le plan est muni du repere (O, L, ).
Déterminer une équation de la parabole dont la courbe
représentative passe par les points

1 2 3
Ao)2(s) o 32)
38 Une ménageére se rend au marché et achate des
bananes, des mangues et des ananas dont les prix &
I"unité sont respectivement 25 F, 60 F et 80 F. Elle ache-

te un total de 12 fruits pour une somme de 640 F.
Déterminer le nombre de fruits de chaque variété.

39 Les faces d'un pavé droit ont pour aires, en
cm?, 52, 78 et 96. Calculer le volume de ce pavé.
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APPROFONDISSEMENT

40 Peut-on trouver deux nombres réels tels que
leur somme et leur produit soient égaux & un méme
nombre réel k ? Discuter suivant la valeur de k.

81 On considere I'équation d'inconnue  :
X+mm+3)x+md=0.

Déterminer le nombre réel m pour que cette équation
ait deux solutions o et P telles que : o = f.

A2 Un livre a la forme d’un pavé droit ayant pour
volume 900 cm?, pour aire totale 1 072 cm? et pour lon-
gueur totale des arétes 180 cm.

Soit P le polynéme défini par

Plx) = (x — aJix - b)lx - c), ol @, b, ¢ désignent les
dimensions de ce pavé.

1. Exprimer P(x) en fonction de x .

2. Trouver une racine évidente de P et en déduire les
dimensions de ce livre.

43 Un rectangle ABCD a pour dimensions :
AB=2etBC=1.

Déterminer la largeur x de la bande coloriée pour que
l'aire de cette bande soit égale a la moitié de l'aire du
rectangle ABCD.

&4 Un point M décrit un segment [AB] de lon-
gueur 1. ACDM et MEFB sont des carrés.

C D

A T
figure 1 figure 2

On pose AM = x et on désigne par «{(x) l'aire coloriée.

1.a) Exprimer si(x) en fonction de x dans les dewsr cas

suivants :

x€[0; 1 (fig. 1) et xe I3 1] (tig. 2)

b) Discuter, suivant les valeurs du nombre réel k, le
nombre de solutions de I'équation : #(x) = k.

2. a) Construire la courbe représentative de la fonction
#l dans un repére orthogonal.

b) Retrouver graphiquement les résultats précédents et
en déduire les valeurs de x pour lesquelles la fonction
o présente un maximum.

45 Dans 1a figure ci-
contre, ona: AB =1,
On pose AM = x et on désigne
par s(x) I'aire coloriée.
1. Déterminer x pour que l'aire
coloriée soit égale & la moitié de
l'aire du cercle de diametre
[AB].
2. Discuter, suivant les valeurs du nombre réel k, le
nombre de solutions de I'équation : Alx) = k.
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46 Le probléme du messager

Ce probléme ancien concerne une armée de cinquante
kilometres de long. Alors que l'armée avance & une
vitesse constante, un messager part de larriere-garde,
galope pour aller délivrer un message & I'avant, puis
revient & l'arriere-garde. Il arrive exactement au
moment ot I'armée a parcouru cinquante kilomeétres.
Quelle distance totale a parcouru le messager ?

(On désignera par v et V les vitesses respectives de

. Vv
I'armée et du messager et on posera x = ?.)

&7 Le probléme des paysans chinois
Le « dou » est une unité chinoise de volume (valant
environ deux litres).
Les récoltes de blé de trois années consécutives ont été
successivement bonne, médiocre et mauvaise,
Déterminer les quantités de grain produites par une
gerbe de chacune de ces trois récoltes, sachant que :
* deux gerbes de la bonne récolte ont donné un dou de
grain, plus le grain d'une gerbe de la médiocre :
® trois gerbes de la médiocre ont donné un dou de
grain, plus le grain d'une gerbe de la mauvaise ;
® quatre gerbes de la mauvaise récolte ont donné un
dou de grain, plus le grain d’une gerbe de la bonne.

48 Déterminer un nombre de trois chiffres
sachant que :
® la somme de ces chiffres est égale 4 17 ;
* si on permute le chiffre des dizaines et celui des cen-
taines, le nombre augmente de 360 :
® si on permute le chiffre des unités et celui des cen-
taines, le nombre diminue de 198.

A9 Au marchs, trois clientes achétent les mames
variétés de fruits.
La premiére achéte 2 ananas, 5 mangues et 4 papayes ;
elle paie 620 F.
La deuxigme achéte 3 ananas, 5 mangues et 1 papaye ;
elle paie 530 F.
La troisiéme achéte 2 ananas, 7 mangues et 8 papayes,
Combien doit-elle payer ?

50 pour remplir un bassin, on dispose de trois
robinets A, B et C.
Avec A et B, le bassin se remplit en 20 minutes.
Avec B et C, le bassin se remplit en 15 minutes.
Avec A et C, le bassin se remplit en 12 minutes,
1. Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec
chacun des robinets fonctionnant seul ?
2. Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec
les trois robinets ouverts ?

51 Est-il possible d’écrire, sur les faces d’un
tétraédre, des nombres deux i deux distincts, ayant la
propriété suivante : « la somme des nombres écrits sur
les faces ayant un sommet commun est constante » 7
Justifier votre réponse.

52 On désigne par abc un nombre de trois
chiffres ol @, b et ¢ désignent respectivement les
chiffres des centaines, des dizaines et des unités,
Déterminer le nombre abc sachant que:
© la somme de ses chiffres est égale a 15 ;

* le nombre bea lui est supérieur de 432 ;
* le nombre cab lui est inférieur de 243.




Dénombrement

Le code d'une serrure est constitué de trois chiffres suivis de deux voyelles.
Combien doit-on faire d'essais pour étre sir d'ouvrir la serrure lorsqu'on a oublié
son code 2

Dix athlétes prennent le départ d'une course. Combien y a-t-il d'arrivées possibles 2

Combien y a-t-il de fagons de sélectionner une équipe de 6 joueurs parmi les 10
membres d'un club 2

Ces questions constituent des exemples simples de problémes de dénombrement.
L'objet de ce chapitre est de mettre en place des outils pour les résoudre.

Sk
Premiers outils pour dénombrer ................cccvvvnvene 204
Compléments sur les ensembles ...............cccccoveennn. 208
p-uplets, arrangements, permutations ................... 211
Combinaisons ................ S S SR 215
Problémes de dénombrement ................cccocveveennn 218
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.. Le comptage

1. Soit E I'ensemble défini par:E={1;2;3;4]
a) Ecrire tous les nombres de trois chiffres distincts a I'aide des éléments de E. Combien v en a-t-il ?
b) Parmi ces nombres, combien sont divisibles par 6 ? divisibles par9?

Solution

a) Pour écrire un nombre de trois chiffres distincts, ‘
on peut procéder en deux étapes :
— choisir trois éléments de E :

— écrire tous les nombres distincts obtenus 3 partir |
de ces trois éléments.

On obtient les 24 nombres ci-contre.

b) Parmi ces 24 nombres, 6 sont divisibles par 6 [13.2, 312, 234, 324, 342, 432) et 6 sont divisibles par 9
(234, 243, 324, 342, 423, 432.

bIZ8y 188: 215 231; 312; 321:
1245  142; 214; 241; 412; 421
134;  143; 314; 341; 413 431 ;
1'234; 243: 394: 342 ; 423: 432,

2. Combien y a-t-il de nombres entiers naturels premiers inférieurs 4 100 ?

Solution
Un nombre entier naturel est premier s’il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

On écrit les 100 premiers nombres entiers naturels non nuls. Pour déterminer, parmi ces nombres, ceux
qui sont premiers, on peut procéder de la fagon suivante :

— on supprime 1 qui n’est pas premier ;

— on supprime les multiples de 2 distincts de 2, puis les multiples de 3 distincts de 3, les multiples de
5 distincts de 5 et enfin, les multiples de 7 distincts de 7.

On obtient le tableau ci-dessous.

AR RERNY TN I8 EEE f 15_]
M | 29| 13 | 14| 15| 46| 17 | 18 {19 | 36
9t | 90 [ 93 | o4 | 95 | 96 | 27 | 98 99 | 3p
31 | 39| 335 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 [ 43 | a4 | 45 | 46 | 47 | 49 [ 50

48
5| 59 | 53 | 54| 55 | 56 | 57 | =5 59 | 60

68

78

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 69 70
N [ B w5 3] 7 , 79 | 8o
81 82 83 | 84 | 85 86 | 87 | 88 ERE
ot | 99 [ 03 [ 94 | o5 | 06| o7 | 95 . 99 | 100

On vérifie que les nombres restants sont tous premiers ; il y en a 25.
Cette méthode, appelée « crible d ‘Eratosthéne », sera justifiée en classe de terminale.

3. Sur la figure ci-contre, combien a-t-on tracé de

triangles ? de parallélogrammes ?
Solution GZ/\\\\V/ 27

® Il y a 6 triangles : AIE, ACB, ICH, AGI, ADC, IFC,

° Il y a 9 parallélogrammes : ABCD, AEIG, EBHI,
ABHG, GIFD, IHCF, GHCD, AEFD, EBCF.
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—1.2. Les diagrammes

1. Une station de radio diffuse les mémes publicités a 15 heures et i 16 heures. D’aprés un sondage, on
estime qu’il y a 21 400 auditeurs a 15 heures et 24 800 a 16 heures.

Déterminer le nombre d’auditeurs ayant entendu ces publicités :

aj si les personnes qui écoutent la radio a 15 heures ne ’écoutent plus 4 16 heures ;

b) si 4 600 personnes écoutent la radio a 15 heures et a 16 heures.

Solution

Dans chacun des cas, on représente les données par un diagramme dans lequel A, et A, désignent les
ensembles des auditeurs écoutant la station de radio respectivement a 15 heures et a 16 heures,
A

24 800 21 400-4 600 (4600) 24800-4600

a) Dans le premier cas, on a : 21 400 + 24 800 = 46 200 : il v a 46 200 auditeurs.
b) Dans le second cas, on a : (21 400 — 4 600) + 4 600 + (24 800 — 4 600) = 41 600 :
il y a 41 600 auditeurs.

2. Dans un groupe de 25 personnes, 10 jouent au basket-ball, 17 jouent au football et 8 pratiquent ces
deux sports.

Déterminer le nombre de personnes :

a) qui jouent seulement au football, seulement au basket-ball ;

b} qui ne pratiquent aucun de ces deux sports.

Solution

Sur le diagramme ci-contre, E représente 'ensemble
des 25 personnes, B et F les sous-ensembles de ces
personnes pratiquant respectivement le basket-ball et
le football.

a)Ona: 17 - 8 = 9, donc 9 personnes jouent seule-
ment au football ; de méme, 10 — 8 = 2, donc 2 per-
sonnes jouent seulement au basket-ball.

b) On en déduit que : 25 — (9 + 2 + 8), c’est-a-dire 6 95-(2+8+9)
personnes ne pratiquent aucun de ces deux sports.

3. Dans une classe de 40 éléves, on reléve les données suivantes :

* il y a 16 filles parmi lesquelles 12 apprennent I’anglais et 6 apprennent I'arabe ;

* 26 éléves suivent les cours d’anglais, 17 suivent les cours d’arabe, 7 suivent les deux cours :
° 2 garcons ne suivent aucun de ces deux cours.

Déterminer le nombre de filles de cette classe qui suivent les deux cours de langue.
Déterminer le nombre de filles qui ne suivent aucune de ces deux matiéres.

Solution

Dans le diagramme suivant, G et F représentent res-
pectivement les ensembles des gargons et des filles de
cette classe ; de plus, An et Ar représentent les

ensembles des éleves étudiant respectivement l’an- Te-g An
glais et ’arabe,

On désigne respectivement par x et y les nombres de Y

garcons et de filles apprenant les deux langues. Ar
On sait que dans la classe : -y

e il y a 16 filles, donc 24 gargons ;
* 12 filles, donc 14 gargons apprennent l’anglais ;
* 6 filles, donc 11 gargons apprennent 1’arabe.
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On sait de plus que :

(14-x)+x+ (11-x)+2=24
X+y=7

On en déduit que : x = 3 et y=4.

Alnsi, 4 filles suivent les deux cours de langue.

Iy adonc: 16 — (8 + 4 + 2), c’est-a-dire 2 filles qui ne suivent aucune de ces deux matidres.

—1.3. Les arbres

1. On reprend les données de Pexercice 1 du paragraphe 1.1.

a) Démeontrer, 4 I’aide d’un arbre, qu'il existe 24 nombres de trojs chiffres distincts choisis parmi les
éléments de 'ensemble 1523534

b) Combien ¥ a-t-il de nombres de trois chiffres, distincts ou non, choisis parmi les éléments de cet
ensemble ?

Solution

Dans les deux cas, on convient de choisir dans l'ordre : les chiffres des centaines, des dizaines, des uni-
tés. On construit ainsi un arbre de choix 3 trois niveaux.

a) On obtient :

® 4 choix possibles pour le chiffre des centaines, donc 4 branches :

* pour chacune de ces 4 branches, 3 choix possibles pour le chiffre des dizaines, donc : 4 x 3, c’est-a-
dire 12 branches ;

® pour chacune de ces 12 branches, 2 choix possibles pour le chiffre des unités, donc : 4 x 3 x 2, ¢’est-
a-dire 24 branches.

A chacune des 24 branches de Varbre ainsi construit, i correspond un des nombres cherchés,

b)Un méme chiffre peut étre choisi une fois, deux fois ou trojs fois. Il y a donc 4 choix possibles a chaque
niveau. On obtient :

® 4 branches pour les centaines ;
® 4 X 4, c’est-a-dire 16 branches pour les dizaines ;
® 4 X4 X4, c'est-d-dire 64 branches pour les unités.

On peut donc écrire 64 nombres de troig chiffres, distincts ou non, avec les éléments de I’ensemble
258240

2. Pour se rendre i un mariage, un homme doit choisir la chemise, le pantalon et la veste qu’il porte-
ra. Il posséde 5 chemises, 3 pantalons et 2 vestes.
Combien de choix distincts peut-il ainsi effectuer ?

Solution

On peut construire un arbre 3 trois niveaux en choisissant dans I’ordre, par exemple, la chemise, e pan-
talon et la veste.

On désigne par Gy 85 Gy €, 6 C; les chemises, P, P, et P, les pantalons, V, et V, les vestes.

On a 5 branches ay premier niveau (choix de la chemise), puis 5 x 3, c’est-a-dire 15 branches au deuxig-

me niveau (choix du pantalon) et enfin 5 x 3 x 2, c’est-a-dire 30 branches au troisiéme niveau (choix de
la veste).
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Il'y a donc 30 choix distincts, correspondant chacun & une branche de 1’arbre ainsi construit,

3. On dispose de quatre piéces de monnaie : une de 10 F, une de 25 F, une de 50 F et une de 100 F.
Quelles sont toutes les sommes possibles que I'on peut constituer avec ces piéces ?

Solution 100F  50F 95F 10F

Pour systématiser cette recherche, on peut se deman- l !

der, pour chaque piéce, si on la prend ou non. ‘ 5 0— 0000-— O F
On convient de noter respectivement 0 et 1 les Y <1 — 0001— 10F
réponses NON et OUI & cette question. 0 < 1 <0~— 0010— 25 F
On construit ainsi un arbre dont chaque niveau cor- 0 1— 0011— 35F
respond & une piéce de monnaie. 0 <0— 0100— 50 F
A chaque branche de cet arbre est associée une 1 < 1—0101— 60F
somme d'argent et I'ensemble des branches permet de Dt 0—0110—75F
déterminer toutes les sommes possibles. 1= 0111—85F
Par exemple : 0 <0— 1000— 100 F
* 4 la branche 0110 est associé 50 + 25, c’est-a-dire la 0< 11001 <o 1 T0F
somme de 75 F ; 1<$_ 18}?:}%2E
® & la branche 1101 est associé 100 + 50 + 10, c’est-a- 1 i

dire la somme de 160 F.

Cette méthode est exhaustive, elle permet de détermi-
ner toutes les sommes possibles.

ME Xercices sz s

l.a

De combien de fagons peut-on descendre un
escalier de 6 marches, sachant que 'on des-
cend une, deux ou trois marches  la fois ?

B— 4100 1508
O<1~—1101ﬁ160F

0— 1110— 175F
LSS -

77 o AR o

tation, sachant qu’aucun homme ne danse avec
son épouse T

Procéder par comptage, puis 4 I'aide d’un arbre
de choix.

b Un drapeau es’g constitué de. tr’01s bandes hori- 1d  Fonien peut-on former d’anagrammes du
zontales de trois couleurs différentes. mot ACCRA 7 du mot BAOBAB ?
Combien de drapeaux différents peut-on
constituer si I'on dispose de cing couleurs dis- . o
s 7 l.e Dans un établissement scolaire, il y a 55 % de
filles et 45 % de gargons ; 12 % des gargons et
) . 18 % des filles n’ont jamais redoublé une classe.
l.e Quatre couples sont réunis pour une soirée 1. Quelle est la proportion des élaves n’ayant

dansante. Les quatre hommes invitent chacun
une femme 4 danser.
De combien de facons peut se faire cette invi-

jamais redoublé ?
2. Quelle est la proportion de filles parmi les
éléves n’ayant jamais redoublé ?
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£ Compléments sur les ensembles

Résoudre un probléme de dénombrement consiste généralement a déterminer le nombre d’éléments d'un
ensemble fini E. Ce nombre est appelé cardinal de I’ensemble E et noté Card (E).

—2.1. Parties d'un ensemble

EEHE Ensemble des parties d'un ensemble
Reprenons les données de I’exercice 3, §1.3. On pose : E = {10 ; 25 ; 50 ; 100}.

A chaque partie de I'ensemble E, il correspond une somme d’argent égale a la somme des éléments de
cette partie.
L'arbre précédent permet de déterminer toutes les parties de I'ensemble E. L'ensemble des parties de E
est noté P(E). Il comprend :
* la partie vide @ ; |
® les singletons {10}, {25}, {50}, {100} ;
* les paires {10 ; 25}, {10; 50}, {10 ; 100}, {25 ; 50}, {25 ; 100}, {50 ; 100} :
® les parties a trois éléments {10; 25 ; 50}, {10 ; 25 ; 100}, {10 ; 50 ; 100}, {25 ; 50 : 100} ;
e I’ensemble E. )
Ona:@(E) ={d; {10} ; (25} ; {50} ; {100} ; {10 ; 25} ; {10 ; 50} ; {10 ; 100} ; {25 ; 50} ; {25 ; 100} ;
{50 ; 100} ; {10 ; 25 ; 50} ;{10 ; 25 ; 100} ; {10 ; 50 ; 100} ; {25 ; 50 ; 100} ; E}.

Le nombre d’éléments de P(E) est égal au nombre de branches de 'arbre, c’est-a-dire 24.
On a: Card (E) = 4 et Card (P(E)) = 24 = 16.

Exemple

Soit E I'ensemble tel que:E=f{a;b;c};ona:Card (E) = 3.
QP[E]=[@;{a};{b};{c};{a;b};{a;c};{b;c};{a;b;c}};Card[@{EJ]=8-

mmEmsm Partition d'un ensemble

Soit E I'ensemble des éldves d’une classe de 45 éleves
parmi lesquels 8 sont 4gés de 15 ans, 14 sont dgés de 16
ans, 18 sont 4gés de 17 ans et 5 sont dgés de 18 ans.

On désigne par A, B, C et D les ensembles des éleves
dgés respectivement de 15 ans, 16 ans, 17 ans et 18 ans.

On remarque que :

* les ensembles A, B, C et D sont non vides ;

e les ensembles A, B, Cet D sont disjoints deux a deux ;
e la réunion des ensembles A, B, C et D est égale a ’en-

D

semble E. (1686ns} (18 ans)
On dit que les ensembles A, B, C et D forment une parti-
tion de E.

Définition

Des parties d'un ensemble F. forment une partition de E si :
= elles sont non vides £
* elles sont disjointes deux i deux 2
* leur réunion est égale a E.
Exemples
Soit E 'ensemble tel que:E={a;b;c;d;e;f.
* Les ensembles {a}, [b: ¢ ; 1, {d ; e} forment une partition de E,

® Les ensembles {a}, {b; ¢ ; f}, {b;c;d;e} ne forment pas une partition de E car ces ensembles ne sont
pas disjoints deux 4 deux.
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Propriété

Soit E un ensemble fini et E,, E,, P e Ep des ensembles formant une partition de E.
On a : Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) + ... + Card(E ).

En effet, chaque élément de E appartient G un et un seul ensemble de la partition.

Exemples

* La figure ci-contre représente 5 disques concentriques de rayons
respectifs 1, 2, 3, 4, 5.
On se propose de déterminer le nombre de couronnes de cette figure.
Toute couronne a pour largeur 1, 2, 3 ou 4.
Par exemple, la couronne hachurée a pour largeur 1, la couronne
colorée a pour largeur 2.
L'ensemble E des couronnes est donc la réunion des ensembles E,,
E,, E, et E, des couronnes de largeurs respectives 1, 2, 3 et 4.
Ces ensembles sont disjoints deux & deux car une méme couronne ne
peut pas avoir deux largeurs distinctes ; ils forment donc une parti-
tion de E.
Pour déterminer le nombre d'éléments de E, il suffit de calculer le
cardinal de chacun des ensembles E,, E,, E, et E,.
On a : Card (E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) + Card(E,)) =4 + 3 + 2 + 1 = 10.
* Soit E I'ensemble tel que : E=1{1;2; 3 ; 4 ; 5}. On se propose de déterminer combien de nombres on
peut former avec des chiffres deux a deux distincts choisis parmi les éléments de E.
On peut écrire des nombres de 1, 2, 3, 4, 5 chiffres.
On désigne respectivement par A,, A,, Ags Ay, A les ensembles (disjoints deux 4 deux) de ces nombres
et par A la réunion de ces cing ensembles.
Ona: Card(A1]=5;Card[A2)=5x4;Card(A3):5x4x3;

Card (A,) =5x4x3x2;Card (A;))=5x4x3x2x1.
Donc: Card (A) =5 + 20 + 60 + 120 + 120 = 325.

Pour résoudre un probléme de dénombrement, il peut étre utile d'effectuer une partition de
I'ensemble 4 dénombrer. Le cardinal de cet ensemble est alors la somme des cardinaux des
ensembles de la partition.

5 "-€

On déduit de la propriété précédente les résultats suivants.

Conséquences , ' :

* Pour toute partie A d’'un ensemble fini E, on a : Card (A) + Card (E \ A) = Card (E).
° Pour toutes parties A et B d'un ensemble fini E, on a :
Card (A U B) = Card (A) + Card (B) - Card (A 1 B).

_..2.2, Produit cartésien

mmmmew |nfroduction

Au cours d’un examen, un candidat doit choisir successivement deux sujets : un sujet de mathématiques
parmi trois et un sujet de physique parmi quatre.
De combien de fagons peut-il effectuer ce choix ?

On convient de noter m,, m,, m, et p;, p,, P53, P, les sujets proposés respectivement en mathématiques
et en physique. On pose : M = {m; m, ; m,} et P = {p;; p, ; p; ; p,t-

Un tableau a double entrée permet de représenter tous les choix possibles que le candidat peut effectuer,
chaque choix correspondant a un couple (m, p) tel quem € Metp € P.
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L'ensemble de ces couples est appelé produit cartésien e | TN B e
des ensembles M et P et noté M x P, — ‘ ! :
L'ensemble M x P contient 12 éléments. m, (my,p,) (m,, p;) (my, Py) (m,, p,)
Il v a donc 12 choix possibles pour le candidat. m, (m,, p,) (mz,pz) 7 (m,, ps) | (m,, P
On aurait pu également trouver ce résultat en utilisant m, (m., p,) (m,, p ) (m., p ) (m., P.)
un arbre a deux niveaux. e d g e
m,  (m,, Py (m,, Pp)| (my, py) | (my, p,)

Soit A et B deux ensembles.
On appelle produit cartésien de A par B Pensemble des couples (a, b) telsquea € Aeth € B.

Cet ensemble est noté A x B ; on lit « A croix B ».

Eemargues

e Cette définition s'étend a un nombre quelcongue d’ensembles ; le produit cartésien des ensembles E,
BB gy vt EP est 'ensemble noté E)XE,xE;%...%x Ep.

* Le produit cartésien Ex E x ... x E est noté EP.
k—w-s_l
p fois
® Les éléments du produit cartésien de deux ensembles sont appelés couples ; les éléments du produit car-
tésien de trois ensembles sont appelés triplets ; les éléments du produit cartésien By X E, X Eg X .. % E,
sont appelés p-uplets.

Exemples

® Pour repérer une case sur un damier ou un échiquier, on utili-
se généralement un code,

Par exemple, « d5 » désigne la case située a I'intersection de la 4¢
ligne et de la 5° colonne.

Cette notation utilise le produit cartésien E x F, ot1 E et F dési-
gnent les ensembles des lignes et colonnes dont les éléments sont
respectivement notés a, b, c, ... et 1, 2,30

Sur la figure ci-contre, on a placé cing pions en b7, c4, d5, h9 et
12,

* 2488 D 5 est 'immatriculation d*un véhicule : cette immatricu-
lation est composée d’un nombre entier naturel non nul stricte-
ment inférieur & 10 000, suivi d’une lettre et d’un nombre de 1 a
10 correspondant a chacune des régions administratives du pays.
On désigne respectivement par A, B et C I'ensemble des nombres entiers naturels non nuls strictement
inférieurs a 10 000, ’ensemble des lettres de l’alphabet et I’ensemble des nombres entiers naturels com-
pris entre 1 et 10.

Toute immatriculation est associée a un élément de 1’ensemble A x B x C,

EEEEE Propriété

Soit A et B deux ensembles ayant respectivement m et n éléments,

On peut représenter les 6léments de 'ensemble A x B & I'aide d’un tableau & double entrée contenant m
lignes et n colonnes. <

On en déduit que I'ensemble A x B a m x n éléments.

On aurait pu également construire un arbre a n niveaux, chaque niveau étant constitué de m branches,

On en déduit la propriété suivante.
Propriété _
Pour tous ensembles finis A et B, on é : Card (A x B) = Card (A) x Card (B).
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R emarques

On peut généraliser la propriété précédente a p ensembles.

° Pour tous ensembles finis E,, E,, E., ...

,ona:

,E
Card(E, x E, X By X ... X E,) = Gard(E,) x Card(E,) x Card(E,) ... x Card(E,).
e Pour tout ensemble E d n éléments, on a : Card (EP) = nP.

Exemples
Reprenons les deux exemples précédents.

e Un damier comporte 10 lignes et 10 colonnes ; le nombre de cases est : Card (E x F) = 10 x 10 = 100.
Pour un échiquier, on a 8 lignes et § colonnes, donc : Card(E x F) = 8 x 8 = 64.

* Le nombre de véhicules qu’il sera possible d’immatriculer par ce procédé est égal au nombre d’élé-
ments de 'ensemble A x B x C. On a : Card(A x B x C) = 9 999 x 26 x 10.

WExercices

2.0 Soit E I'ensemble tel que:E={1;2;a;b}. Ecxi- 2. Vérifier que : Card (M, U M,) = Card (M) +
re I'ensemble P(E} et déterminer Card(%(E)). Card (M,) - Card (Mj).
2.b  Soit E T'ensemble tel que: 2d on désigne par Ey, E;, E,, E, et E, les
E={4:8;9;10;15; 16 ; 21). On désigne par ensembles d’éléments de N dont les restes
M, et M, les en-sembles d’éléments de E qui i DR
sont respectivement multiples de 2 et de 3. 2 P 1 B S bles B
1. Démontrer que M,, M, forment une partition Dfweatergus Lo grsembles Ky, By, B, B, of
de E 2 E, forment une partition de I'ensemble N,
2 En esi—il d.e 11‘1én‘19 si'on r.emp‘lace 'E pa‘r E til 2.6 On lance un dé rouge et un dé vert, chacun
que:F=14;8;9;10;12;15;16;18; 21} 1 d'eux ayant ses faces numérotées de 1 a 6.
Le résultat dun lancer est le couple de
2.c  Soit E I'ensemble des nombres entiers naturels nombres apparaissant sur la face supérieure de

inférieurs a4 50. On désigne par M,, M, et M,
les ensembles d’éléments de E qui sont respec-
tivement multiples de 2, de 3 et de 6.

1. Les ensembles M,, M, et M, forment-ils une
partition de E 7

1. p-uplets d’'un ensembie

mmmmmm Définifion et propriété

arrangements, perr

chaque dé.

1. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

2. Combien y a-t-il de résultats pour lesquels la
somme des deux nombres est supérieure ou
égalea 9?

utations

Définition

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

On appelle p-uplet de E tout élément de 'ensemble EP.

Exemples
*(5;2),(8;8), (2;5) sont des couples de N? ;
e (0,0,1), (1,1, 0), (0, 0, 0) sont des triplets de ’ensemble {0 ; 1}.

°* (PEFFPPPPFP) est un 10-uplet de I’ensemble {P ; F} ; il correspond, par exemple, & un résul-
tat de 10 lancers consécutifs d'une piéce de monnaie (pile ou face).

Propriété 53 _

Le nombre de p-uplets d’un ensemble a n éléments est nP.
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En effet, d’aprés les résultats du §2.2., on a : Card(FP) = (Card(E)JP.

Exemples

® Soit E ’ensemble tel que:E={1;2;3;4:5}

Il existe 59, c'est-a-dire 125 nombres de trois chiffres, distincts ou non, écrits avec des éléments de E : il
existe 5° nombres de six chiffres écrit avec des éléments de E.

* Une entreprise doit commander trois voitures pour trois personnes différentes. Pour chacun des véhi-
cules, on a le choix entre six couleurs. De combien de fagons peut-on réaliser cette commande ?

Iy a autant de commandes possibles que de triplets de I'ensemble des 6 couleurs, donc : 62, c'est-a-dire
216 commandes.

=mmmmmm Nombre d'applications d’un ensemble fini vers un ensemble fini

Reprenons I’exercice précédent. On désigne respectivement par c, d, u les
centaines, dizaines, unités et par A l'ensemble {c : d ; u). -

Tout nombre de trois chiffres écrits avec les éléments de E correspond & une
application de I’ensemble A vers I'ensemble E.

Par exemple, le nombre 311 correspond a I'application ci-contre.
Réciprogquement, a toute application de A vers E est associé un des
nombres cherchés.

Le nombre d’applications de A vers E est donc 5.

Plus généralement, on admet la propriété suivante.

Propriété

Le nombre d'applications d’un ensemble a p éléments vers un ensemble i n éléments est nP.
P

Exemple

On veut ranger 15 livres dans une bibliothéque comportant 3 étageéres.
Iy a 8%, c'est-a-dire 14 348 907 facons différentes d’effectuer ce rangement.

2. Arrangements

mmmmmm Définition et propriété

On reprend ’exercice du paragraphe précédent avec I’ensemble E tel que:E={1;2;3;4;5) et une
contrainte supplémentaire : les trois chiffres composant les nombres cherchés sont deux a deux distingts.
On peut déterminer ces nombres & l’aide d*un arbre (§1.3.).

Ainsi, il existe 5 x 4 x 3 nombres de trois chiffres deux a deux distincts. _
Le triplet associé & chacun de ces nombres est appelé arrangement de trois éléments choisis parmi les
éléments de ’ensemble A.

Le nombre de ces arrangements est noté Aj;ona:Ai=5x4x3.
Deméme,ona:A§=5,A§=5><4,A‘§_—.5><4><3><2,A§=5><4x3><2x1.

On ne peut pas construire de nombres de plus de 5 chiffres deux a deux distincts avec les éléments de
I’ensemble E.

Définition
Soit E un ensemble a n éléments et P un nombre entier naturel non nul tel que:p < n.

On appelle arrangement de p éléments de E tout p-uplet d’éléments de E deux a deux distincts,

Pour déterminer le nombre d'arrangements de P éléments d’un ensemble E 4 n éléments, on peut utili-
ser un arbre de choix a p niveaux :

il y a n choix possibles pour le 1°F élément ;

il y an -1 choix possibles pour le 2° élément ;

il y an — 2 choix possibles pour le 3° élément ;
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il y an —(p - 1) choix possibles pour le p® élément.
On en déduit que le nombre d'arrangements de pélémentsdeEest: n(n—1)(n—2) ... (n— p+1).
Ce nombre est noté AP.

Propriéte
Le nombre d'arrangements de p éléments d’un ensemble E i n éléments, noté AP, est tel que :
AP=nn-1)n-2)..n-p+1).

Eemargues

® Le nombre de facteurs du produit n(n-1){n-2) ... (n —p + 1) est égal d p. Par exemple, Aj, est le pro-
duit de 4 entiers consécutifs dont le plus grand est 10 :Af, =10x 9% 8% 7 =5 040.
® 5ip > n, il est impossible de trouver p éléments deux & deux distincts dans E.

Exemples

* Dix athlétes participent a une course. On appelle podium l'arrivée des trois premiers.

On se propose de déterminer le nombre de podiums possibles, en supposant qu'il n'y a pas d'ex &quo.
1l y a autant de podiums que d'arrangements de 3 athlétes pris parmi 10, c'est-a-dire A3, ;on a:

A, =10x9x 8 = 720.

* On veut calculer le nombre de fagons différentes de placer dix personnes sur 15 chaises numérotées
de 1 4 15, sachant que deux personnes ne peuvent occuper la méme chaise.

Chaque installation des 10 personnes correspond 4 un arrangement de 10 éléments de I'ensemble des 15
chaises. Il y a donc A}? fagons différentes de placer les dix personnes ; on a : Al2 =10 897 286 400.

mxmmmm Notation factorielle

* Pour tout nombre entier naturel n non nul, le produit 1 x 2 x 3 x ... x (n — 1) x n est appelé « factoriel-
le n » et est noté nl!.

! * Par convention : 0! = 1.

Exemples
=13
5l=1%x2x3x4x5=120.

Propriété ' '

1
* Soit n et p deux nombres entiers naturels non nuls tels que: p=n.0Ona: A*z = ( n.P)'-
n— L
* Par convention : A? =1,
Démonstration
I cas:p<n.

Ona:nl=nxn-1)xn-2)X..x(n-p+1)x(n—p) x..%x2x1
=APX(n—-p)x..%x2x1
= AP x (n - p)l.

!
On en déduit que : AP = T
Lo (n-p)!
2%°cas :p=n.
AP = Al=n! (produit de n entiers consécutifs dont le plus grand est n)
LR it
S0 (n-p)

La convention AJ = 1 permet d'étendre la formule précédente a p = 0.
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mmmmmm Nombre d'injections d’un ensemble fini vers un ensemble fini
|

L'exemple introductif 4 1a notion d’arrangement peut ¢galement étre traité en utilisant les applications
de I'ensemble {c ; d ; u} vers 'ensemble {1;2:3;4:5) (ef §3.1.);

Les nombres étant composés de chiffres deux a deux distincts, les applications correspondantes sont
injectives.

Dong, le nombre d’injections de I'ensemble (¢ ; d ; u} vers I'ensemble {1 :2;3;4;5) est e,

Plus généralement, on admet la propriété suivante.

-

Propriété

Le nombre d'injections d’un ensemble & p éléments vers un ensemble a n éléments est AP,

E €marque

1l ne peut y avoir d'injections d’un ensemble fini E vers un ensemble fini F que si Card (E) < Card (F).

.3.. Permutations

mEmmmm Définition et propriété
Définition :
Soit E un ensemble 4 n éléments.

On appelle permutation de E tout arrangement des n éléments de E.

On déduit du paragraphe précédent que le nombre de permutations de E est n). d
Propriéteé
Le nombre de permutations d’'un ensemble a n éléments est nl,

Exemples

* On se propose de déterminer e nombre de fagons de disposer 5 drapeaux de 5 pays différents sur 5
mats prévus a cet effet.

'y a autant de fagons de placer les drapeaux que de permutations des 5 drapeaux donc 5!, c'est-a-dire
120 fagons.

* On appelle anagramme d’un mot tout mot formé avec les lettres qui le composent (par exemple, LACE,
ECAL sont des anagrammes de CALE).
Déterminons le nombre d'anagrammes du mot AFRIQUE.

Tout arrangement des 7 lettres distinctes formant le mot AFRIQUE est un anagramme de ce mot,
Il en existe donc 71, C'est-a-dire 5 040.

mEmmmm Nombre de bijections d’un ensemble fini vers un ensemble finj

Soit B I'ensemble des 63 places assises d’un bus et P un ensemble de n passagers de ce bus, deux per-
SOLNes ne pouvant occuper le méme sigge.

® sin < 68, tout embarquement correspond a une injection de P vers B ;

® sin =68, tout embarquement correspond & une bijection de P vers B et, d’aprés ce qui précede, il exis-
te 68! facons différentes de placer les 68 Passagers dans le bus.

Plus généralement, soit E et F deux ensembles finis. On ne peut définir une bijection de E vers F que si
ces ensembles ont le méme nombre n d’éléments ; le nombre de ces bijections est n!.

On en déduit la propriété suivante,
Propriété

Le nombre de bijections d’un ensemble a n éléments vers un ensemble & n éléments est n!.
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Une bijection d’un ensemble E vers lui-méme est aussi appelée permutation de E.

Exemples

® Huit personnes participent & un repas : il existe 8! fagons différentes de placer ces convives autour
d’une table de 8 places numérotées de 1 a 8.

* Il existe 6! fagons différentes de nommer les sommets d’un hexagone par les lettres A, B, C, D, E et F.

WExercices B

P A AR o A A

3.a  Déterminer le nombre de fagons de ranger 5 a) Combien y a-t-il de positions de départ pos-
paires de chaussettes différentes dans 3 tiroirs, sibles 7 . . )
chaque tiroir recevant entre 0 et 5 paires de b) Combien y a-t-il de positions de départ pos-
chaussettes. sibles si I'un des athlétes ne prend pas le
départ ?

! 3b Un concours de beauté, qui rassemble 12 34d

concurrentes, attribue un premier prix, un On considére un ensemble de 10 points dis-

second prix et un troisiéme prix. tincts tels que 3 quelconques de ces points ne
a) Quel est le nombre de résultats possibles, sont pas alignés. .
sachant qu'il n'y a pas d'ex @quo ? Combien peut-on définir de bipoints (A, B) ol
b] Quel est le nombre de résultats possibles, A et B appartiennent & l'ensemble de ces 10
. sachant qu'il y a deux premiéres ex aequo ? points ?
b
i 3.c  Six athlates prennent le départ d'une course 3.6 De combien de manidres peut-on disposer
pied. Chacun d'eux prend au hasard un des six 6 drapeaux sur 6 méts ?

couloirs de la piste.

cCombinaisons swvain Ty TaEEE

Introduction

Soit A I'ensemble tel que : A ={1;2;3;4}

On sait qu'il y a AZ arrangements de deux éléments de A.

On se propose de construire ces arrangements a I'aide d'un arbre, en deux étapes :
° on détermine tous les sous-ensembles de deux éléments de A :

* on détermine toutes les permutations de chacun de ces sous-ensembles.

e

Sous-ensembles : 2 : : ) s
de deux éléments de A {/1’< {/1’< {/‘l’i ;’3\} {/2'< 7<
Arrangements

de deux élémentsde A (1:2) (1) (1;3) (G;1) (1;4) (4;1) (23) (3;2) (24) (42) (3;4) (4,3)

Chaque sous-ensemble de deux éléments de A est appelé combinaison de deux éléments de A. On
désigne par CZ le nombre de ces combinaisons.

Chaque combinaison de deux éléments permet de construire 2! permutations, donc 2! arrangements de
deux éléments de A.

On obtient ainsi tous les arrangements de deux éléments de A.
2

A
On en déduit : A = C2x 2! ; donc, on a : 2 =—2?—.
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mmmmmm Définition et propriétés
Définition
Soit E un ensemble i n éléments et P un nombre entier naturel tels que:p < n.
On appelle combinaison de P éléments de E tout sous-ensemble de E ayant p éléments,

Eemargue

Pour la méme raison que pour les arrangements, une combinaison de p éléments d'un ensemble g n él6-
ments ne peut exister que si pP=n.

Propriété 1

Le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble i n éléments, noté C?, est tel que :

2 n!
p T T

Démonstration

Pour constituer un arrangement de p éléments d'un ensemble E 4 n ¢léments, on peut procéder en deux
étapes :

* choisir un sous-ensemble de p éléments de E ;

® faire une permutation de ces P éléments.

I y a C2 fagons de choisir un ensemble 4 p éléments de E ot p! fagons de les permuter .

Le nombre d'arrangements de p éléments de E est dong : AP = CP pl.

0 déduit cr= 28 2
11 en deduit que : CE = p! —w

Remar due

Soit E un ensemble ¢ n éléments -

* il y a une seule partie & 0 élément de E, c’est | ‘ensemble vide ; donc : (0t s

¢ il y a une seule partie a n éléments de E, c’est 'ensemble E Iui-méme idonc: (R=1;
* il y a n singletons inclus dans E ;donc : Cl=n,

* On désire sélectionner 6 joueurs parmi les 15 membres d'un club pour constituer une équipe de vol-
ley-ball. Déterminons le nombre de sélections différentes que l'on peut former.

Chaque sélection est un sous-ensemble 4 6 éléments de I'ensemble des 15 membres du club, c'est-a-dire
une combinaison de 6 joueurs pris parmi 15. Le nombre de sélections possibles est donc :

6 15! 15x14x13x12x 11 x 10
gl 6! x9l 1X2x3x4x5x6

® On procéde au tirage d’une tombola. Il y a 5 lots identiques & gagner et 150 billets ont été vendus.
Déterminons le nombre de tirages différents des 5 billets gagnants.
Chaque tirage gagnant est un sous-ensemble 4 5 éléments de I'ensemble des 150 billets. Le nombre de
tirages gagnants différents est dong -

Al 150! 150X 149 x 148 x 147 x 146

5 “_-—-_-__ b
Ciso 5! 5! % 145! 1x2x3%x4x5

= 591 600 030.

Propriété 2

Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que : p < n.
° Ona:C;;“chg.

* Side plus 0 < p < n, alors on a : c,z;§+cg_1=cg.
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Démonstration

e Si une partie d'un ensemble E & n éléments contient p éléments, son complémentaire dans E en
contient n — p. Il y a autant de parties a p éléments que de complémentaires de ces parties dans E.

On en déduit que : CI'? = CP,
e Soit E un ensemble A n éléments, a un élément de E et P 'ensemble des parties de E & p éléments.
On effectue une partition de P en deux sous-ensembles P, et P, tels que :

P, est 'ensemble des parties de E ne contenant pas a, c’est-a-dire dont les p éléments sont choisis parmi
n—1 éléments de E ;

P, est I'ensemble des parties de E contenant a, c’est-a-dire dont p — 1 éléments sont choisis parmi n — 1
éléments de E.

On a: Card(P) = CP, Card(P,) = CP_, et Card(P,) = CE1.
On a également : Card(P,) + Card(P,) = Card(P). On en déduit que : Cel+CR,;=CR

Formule du binéme

Soit a et b deux nombres réels.

On sait que : (a + b)? = a® + 2ab + b® et (a+ b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b5,

On se propose de développer et réduire (a + b)® pour tout nombre entier naturel n.
Ona:(a+b)*=(a+b)a+b)..[a+bh).

ol

n facteurs
Tout terme du développement de ce produit est obtenu en choisissant @ ou b dans chacun des facteurs
ggaux a (a + b) et en faisant leur produit.
Soit p un nombre entier naturel tel que : p = n.
= 5i on choisit b dans p facteurs, on choisit a dans n — p facteurs et on obtient le terme a™Ph?,
® Il y a CE fagons de choisir p facteurs parmi les n facteurs égaux a (a + b).
Donc, dans le développement de (a + b)", il y a CP termes égaux & a™ PbP.
On en déduit que : (@ + b)" = Cla™ + Cla™'b! + CZa"2b? + ... + CBa™PDP + ... + Crla'p™? + Cip™,
Cette formule est appelée formule du binéme de Newton.

Propriete 3 '
Seit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel non nul. On a :

la + B)" = Cla® + Cla™'h! + CZa2b? + ... + CPa™PhP + .., Ct-la'p™! + Crpn,

On peut également utiliser la notation X : (a + b)* = p§0

Cla™PbP.
Exemples
* (a + b)® = CYa® + Cla?h + CZab? + C3b® = a® + 3a% + 3ab® + b* ;

* (a+ b)* = Cla* + Cla’b + C3a?h? + Clab® + Cjb* = a* + 4a®b + 6a?b? + 4ab® + b*.

msmmmm Triangle de Pascal | e ———————
La propriété 2 ci-dessus et les égalités C0=C' =1 g e
permettent de calculer de proche en proche les
valeurs de CP. On utilise la diposition ci-contre, 1 [Tl
appelée « triangle de Pascal ». 2|1 2 1
GBI ECh 3 | 1 (BN 1
It 401 4164 1
Cp I

n (5[ 1 5 1010 5 1]
Ce tableau permet également de retrouver les coef- 6|1 6 15215 6 1
fcients de la formule du binome. 701 7 21 35(359t 7 1
On a, par exemple : 8| 1 8 28 56 705698 8 1
la + b)® =[1]a® + 5la*h + 10/a®h? + 10 a®h® + 5lab* + [1]b°. s
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WE Xercices zzz- 2z

4.0 1. De combien de maniéres peut-on choisir 3 4.c  Quarante athlétes, dont quinze filles, sont pré-
paires de chaussettes dans un lot de 10 paires sélectionnés pour une compétition. On veut
différentes ? choisir, parmi ces athlétes, une équipe de 11
2. Pour voyager, un homme choisit 3 paires de footballeurs et 5 basketteuses. Combien y a-t-il
chaussettes parmi les 10 paires qu'il posséde et de choix possibles ?

2 paires de chaussures parmi les 5 paires qu'il
posséde. De combien de maniéres peut-il faire 4d

" On considére un ensemble de 10 points deux a
ce choix ?

deux distincts situés sur un méme cercle.
1. Combien peut-on tracer de droites contenant

4b on veut élire un comité de quatre membres 2 de ces 10 points ?
parmi les 45 éléves d’une classe. 2. Combien peut-on tracer de triangles dont
1. Quel est le nombre de résultats possibles ? chaque sommet est l'un de ces 10 points 7
2. Quel est le nombre de comités contenant 3. Combien peut-on tracer de quadrilatéres non
exactement 2 filles, sachant qu’il y a 25 filles croisés dont chaque sommet est I'un de ces 10
dans cette classe 7 points ?

3. Quel est le nombre de comités contenant au
moins 1 fille ?

,Problémes de dénombrement

—.1. Principes de dénombrement

Dans les problemes de dénombrement on a utilisé le comptage, les diagrammes, les arbres.

On a également utilisé trois outils fondamentaux : p-uplet, arrangement, combinaison. Il est donc néces-
saire de connaitre les caractéristiques de ces notions et de préciser leurs domaines d’utilisation.
Comme on le verra dans ce qui suit, chacune de ces notions peut étre modélisée par une situation ren-
contrée fréquemment dans les probleémes de dénombrement : les tirages de p boules dans une urne qui
en contient n.

Ez=mmmm Tirages de boules dans une urne

Une urne contient 12 boules numérotées de 1 412, On tire 3 boules de cette urne.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les trois cas suivants :

a) les boules sont tirées I'une aprés l'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans I'urne ;
b) les boules sont tirées I'une aprés I'autre sans les remettre dans l'urne ;

¢} les trois boules sont tirées simultanément.

Solution
Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans 'urne.

a) On tire 3 boules de cette urne, l'une aprés l'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans I'urne :
une telle manipulation est appelée « tirages successifs avec remise ».

Les boules sont ordonnées puisqu'on les tire l'une aprés l'autre ; elles ne sont pas nécessairement dis-
tinctes puisqu'on remet la boule tirée dans l'urne apres chaque tirage.

On doit donc dénombrer des triplets.

Le nombre de tirages distincts est égal au nombre de triplets de U, c’est-a-dire 122,
On a donc : 123, c’est-a-dire 1 728 tirages distincts.

b) On tire 3 boules de I'urne, I'une apreés l'autre sans les remettre dans I'urne : une telle manipulation est
appelée « tirages successifs sans remise ». .

Les boules sont ordonnées puisqu'on les tire I'une aprés l'autre ; elles sont distinctes puisqu'on ne remet
pas la boule tirée dans l'urne apres chaque tirage.

On doit donc dénombrer des arrangements,
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Le nombre de tirages distincts est égal au nombre d’arrangements de 3 éléments de U, c’est-a-dire A3,

Ona:Aj,=12x11x10 =1 320 tirages distincts.

c) On tire simultanément 3 boules de I'urne : une telle manipulation est appelée «tirage simultané ».

Les boules ne sont pas ordonnées et elles sont distinctes puisqu’on les tire simultanément.

On doit donc dénombrer des combinaisons.

Le nombre de tirages distincts est égal au nombre de combinaisons de 3 éléments de U, c’est-a-dire C3,.
12 x 11 x 10

Ona:Cl,= ———— =220.
T

On peut récapituler ces différents tirages de boules et leur dénombrement par le tableau suivant, ot E
désigne un ensemble & n éléments.

Modehisation Les p élémen,ts Les p é-lér'uents Outil | Nombre
sont ordonnés = sont distincts | | de tirages

Tirages successifs

. 1 i p

| S oui non p-uplet de E n
Tirages successifs X . Arrangement de AP
sans remise e s p éléments de E n

Combinaison de

Tirages simultanés non oui i
p éléments de E

]

P ——

umsms Principes de la somme et du produit

1. Une urne contient 12 boules numérotées de 1 & 12 dont 3 sont rouges, 4 vertes et 5 blanches. On
tire, successivement et avec remise, 3 boules de cette urne.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les deux cas suivants :

a) les trois boules tirées sont de la méme couleur ;

b) la premiére et la troisiéme boules tirées sont vertes.

Solution

Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans 'urne ; on désigne par R, V et B les parties de U conte-
nant respectivement les boules rouges, vertes et blanches.

On sait que le nombre total de tirages distincts est 125, s

a) Les trois boules tirées peuvent étre, soit rouges, soit vertes, soit blanches.

Les ensembles de tirages correspondant & ces frois cas forment une partition de I’ensemble des tirages
cherchés.

L'ensemble des tirages de trois boules rouges est 'ensemble des triplets de R ; de méme les ensembles des
tirages de trois boules vertes et blanches sont respectivement les ensembles des triplets de V et de B.

Le nombre de tirages distincts de trois boules de méme couleur est donc : 3% + 4% + 53, ¢’est-a-dire 216.
b) La premiére et la froisidme boules constituent un couple de V, c’est-a-dire un élément de V2 1a
deuxiéme boule est un élément de U.

L'ensemble des tirages cherchés est donc le produit cartésien V2 x U.

On a : Card (V2] = 42 et Card (U) = 12.

Le nombre de tirages distincts dans lesquels la premiére et la troisidme boules sont vertes est donc :
4% x 12, c’est-a-dire 192.

Pour dénombrer un ensemble E, on peut utiliser 'un des deux principes suivants.
e Principe de la somme

On définit une partition de E par des ensembles E,, E,, ..., E,.
On a alors : Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + ... + Card{Ep].

e Principe du produit

On décompose 'ensemble E en un produit cartésien d’ensembles E,, E,, ..., E_.
On a alors : Card(E) = Card(E,) x Card(E,) x ... x Gard(Ep)

-
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2. Une urne contient 3 boules rouges, 4 vertes et 5 blanches. On tire simultanément 3 boules de cette
urne. Calculer le nombre de tirages distincts dans les deux cas suivants :

a) une des boules au moins est blanche ;

b) ily a au plus deux couleurs distinctes dans le tirage.

Solution

Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans 1'urne ; on désigne par R, V et B les parties de U conte-
nant respectivement les boules rouges, vertes et blanches.

On sait que le nombre total de tirages distincts est G3,.

a) Soit E I'ensemble des tirages distincts et A 1’ensemble des tirages contenant au moins une boule
blanche. Nous allons décrire deux méthodes de dénombrement de I’ensemble A.

® Pour dénombrer I’ensemble A, on peut utiliser les principes de la somme et du produit.

On désigne respectivement par Ay, A, et A, les ensembles de tirages contenant exactement 1 boule
blanche, 2 boules blanches et 3 boules hlanches.

Les ensembles A,, A, et A, forment une partition de A.

On a: Card(A,) = CaxCs; Card(A,) = CZx Cl; Card(A,) = C3 (principe du produit).

On en déduit : Card(A) = Card(A,) + Card(A,) + Card(AS} (principe de la somme).

Donc, le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est : C1 x CZ + C2x CI + CE, cest-a-
dire 185. :

On dit qu’on a procédé par « disjonction des cas ».

* On peut également dénombrer I’ensemble des tirages ne contenant pas de boule blanche, ¢’est-a-dire
I'ensemble complémentaire de A dans E,ouE\ A,

Les tirages de cet ensemble sont des combinaisons de 3 éléments de U \ B (boules rouges ou vertes).
Ona:Card(U\B]:?;donc:Card[E\A): e

Le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est donc : C3, - G2, c’est-a-dire 185.

b) On utilisera seulement la deuxidme méthode. Soit B 'ensemble des tirages contenant au plus deux
couleurs.

L'ensemble complémentaire de B dans E, ou E \ B, est 'ensemble des tirages tricolores.

Ona: Card (E \ B) = C! x Ci X C} (principe du produit). ;

Le nombre de tirages contenant au plus deux couleurs est donc : C3, — CI x C} x C1, c’est-a-dire 160.

Pour dénombrer un ensemble A défini & Iaide des locutions « au moins » ou « au plus », on
peut :

* procéder par disjonction des cas et utiliser le principe de la somme :
* dénombrer le complémentaire de A dans un ensemble E connu et utiliser I'égalité :
Card (A) = Card (E) — Card (E \ A).

—2.2. Travaux dirigés

HENEE Un jeu de 32 cartes est constitué de 4 « couleurs » Pique (4), Ceeur (¥), Carreau (4¢),
Tréfle (%) contenant chacune I'As, le Roi, la Dame, le Valet, le 10,1e 9, le 8 et le 7.

On tire simultanément 5 cartes de ce jeu.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les cas suivants :

aj les 5 cartes sont quelconques ;

b} il y a exactement 2 As parmi les 5 cartes ;

¢) il y a au moins 1 As parmi les 5 cartes ;

d) les 5 cartes sont de la méme « couleur ».

Solution

Les cartes sont tirées simultanément, elles sont donc non ordonnées et distinctes,
On a des tirages simultanés et on doit dong utiliser des combinaisons,
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a) Le nombre de combinaisons de 5 éléments d'un ensemble 2 32 éléments est ol
Le nombre de tirages distincts de 5 cartes quelconques est donc : C3,, c’est-a-dire 201 376.

b) Chaque tirage peut étre représenté par un couple dont le premier élément est I'ensemble des tirages
de deux As, parmi les 4, et le second est l'ensemble des tirages des trois autres cartes, parmi les 28 res-
tantes.

Le nombre de tirages de 5 cartes contenant exactement 2 As est donc : CZ x G3; (principe du produit ).
Ona:CZxC3,=6x3 276 = 19 656. :

¢) Soit E I'ensemble des tirages de 5 cartes quelconques et A 'ensemble de tirages de 5 cartes contenant
au moins un As. On utilise le complémentaire de A dans E.
E \ A est ’'ensemble des tirages ne contenant pas d’As, donc : Card (E \ A) = Cgs.

On en déduit que : Card(A) = Card(E) — Card(E \ A) = G — G2
Le nombre de tirages de 5 cartes contenant au moins un As est donc : C3, — C
On a: (3, — C3; = 201 376 — 98 280 = 103 096.

5
28

d) Les 5 cartes peuvent étre soit 5 Piques, soit 5 Ceeurs, soit 5 Carreaux, soit 5 Tréfles.
Le nombre de tirages de 5 cartes parmi les 8 Piques est C3. 11 en est de méme pour les trois autres cou-
leurs.

Le nombre de tirages de 5 cartes de la méme couleur est donc : C3 + CZ + C§ + CJ (principe de la somme).
Ona:C§+C}+C§+C; =56+ 56+ 56 + 56 = 224.

5.0 On tire simultanément 5 cartes dans un jeu de 5.c  Un sac contient 26 jetons représentant les 26
! 32 cartes. Déterminer le nombre de tirages lettres de 1'alphabet, dont 20 consonnes et 6 ;
contenant : voyelles. I
I a) exactement 1 paire, c’est-a-dire 2 cartes de 1.On tire simultanément 5 jetons du sac, |
| méme hauteur (par exemple 2 Asg) ; Déterminer le nombre de tirages distincts : |
_ b) deux « paires » (par exemple 2 Rois et 2 a) contenant exactement 2 voyelles ; i
Dames) ; b) contenant au moins 1 voyelle, |
c] un « brelan », c’est-a-dire 3 cartes de méme 2. On tire successivement 5 jetons, avec remi-
hauteur (par exemple 3 Dix) ; se. Déterminer le nombre de tirages distincts :
d) un « carré », c’est-a-dire 4 cartes de méme a) contenant exactement 2 voyelles ;
hauteur (par exemple, 4 As) ; b) contenant au moins 1 voyelle ; '
e) un « full », c’est-a-dire un brelan et un carré ¢] contenant au moins 2 lettres identiques.
(par exemple, 3 Huit et 4 Dames).
5d  Au cours dun championnat, une équipe de

5b

e S NS P S T (¥ e L Y B R O S T S T A T . I |

On lance 10 fois de suite une piéce de monnaie
et on note les résultats de chaque lancer : « pile »
ou « face ».

a) Combien y a-t-il de résultats possibles ?

b} Soit n un nombre entier naturel tel que

n € [0 ; 10] ; déterminer, en fonction de n, le,

nombre de résultats contenant exactement n
fois «pile ». )
¢) Combien y a-t-il de résultats contenant au
moins 3 fois « pile » ?

football joue 10 matches. Pour chacun de ces
matches, 1'équipe marque respectivement 3, 1
ou 0 point suivant le score du match.,

On appelle « résultat » a l'issue des 10
matches, tout 10-uplet d'éléments de l'en-
semble {3 ;1; 0.

1. Déterminer le nombre de résultats possibles.
2. Déterminer le nombre de résultats corres-
pondant :

a) & un total de 15 points ;

b) a un total inférieur ou égal a 25 points ;

c] & un total strictement supérieur & 3 points.
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APPRENTISSAGE : i

Partition d'un ensemble,
produit cartésien

1 A et B sont deux ensembles finis tels que :
Card (A) = 7, Card (B) = 9 et Card (A U B) = 10.
Calculer Card (A N B).

2 On désigne par R, C et I, les ensembles respec-
tifs des rectangles, des carrés et des losanges du plan.
Démontrer que R, C et L ne forment pas une partition de
I'ensemble P des parallélogrammes du plan.

3 SoitE={a;b i 6l
1. Combien existe-t-il de partitions de E 7
2. Méme question avec: F={a ; b Be dk

& SoitE l'ensemble des nombres entiers naturels
compris entre 1 et 100,
On désigne par E,, E,, ..., E, les sous-ensembles des él6-
ments de E dont le chiffre des unités est respectivernent
05 B9
Démontrer que les ensembles Ey, Ey, ..., E, forment une
partition de E.

5 Soit E I'ensemble des nombres entiers naturels
compris entre 2 et 100,
On désigne par E,. E;, E,, E, les sous-ensembles des
éléments de E multiples respectivement de 2,3,5, 7et
par P l'ensemble des nombres premiers de E.
1. Démontrer que:P=E\ (E2 UE, U E. U E,)).
2. Les ensembles P, E,, E,, E;, B, forment-ils une parti-
tiondeE ?

6 A, B et Csont trois ensembles finis tels que :
Card (A) # 1, Card (AxB) = 18 et Card (AxC) = 15.
Déterminer Card (A), Card (B) et Card (C).

7 Pour chaque éldve d'un lycée, l'infirmiére rem-
plit une fiche dans laquelle, elle note le sexe, I'dge et le
groupe sanguin de 1'élave.

Déterminer le nombre maximum de fiches distinctes
sachant que tous les éléves ont un dge compris entre 11
et 18 ans et qu'il existe 8 groupes sanguins.

8 Dans un pays, le service d'immatriculation
attribue a chaque véhicule automobile un numéro
minéralogique composé dun nombre compris entre 1
et 9 999 suivi d’un groupe dune ou deux lettres, diffs-
rentes de O et I.

Combien de véhicules peut-on immatriculer dans ce
pays 7

9 Une marque d'automobiles propose 4 modgles
A, B, C, D de véhicules tels que :
* les modéles A et B se font en deux carrosseries, berli-
ne et coupé ;
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* les modéles C et D se font en berline, coupé, cabriolet
et utilitaire ;

* chaque voiture est vendue en 5 coloris.

1. Combien de choix s'offrent 4 un client désirant ache-
ter une voiture de cette marque ?

2. Calculer le nombre de choix sachant que :

al le client désire une berline ]

b) une seule couleur plait au client ;

¢) le client désire un COupé ou un cabriolet,

p-uplets, arrangements,
permutations

10 Déterminer le nombre d'éléments d'un
ensemble E dans les cas suivants :
a] le nombre de couples de E est 56 :
b) le nombre de triplets de E est 120

11 Le chef dun village dispose de trois masques
différents. Dix villageois seulement Pbeuvent porter 1'un
ou l'autre de ces masques.

Calculer le nombre de répartitions possibles.

12 Une compagnie aérienne dessert un réseau de
villes. Chacune des villes du réseau est relide & chacu-
ne des autres villes par deux vols : un aller et un retour.
Sachant que le nombre de vols de cette compagnie est
7 482, quel est le nombre de villes desservies par cette
compagnie 7 '

13 1. Dans un championnat de football, chacune
des 16 équipes doit rencontrer dans un match aller et
dans un match retour toutes les autres équipes,
Calculer le nombre total de matchs de ce championnat.
2. Pour réduire le nombre de matchs, les 16 équipes
sont réparties en 4 poules de 4 équipes ; le vainqueur
de chaque poule participe & une poule finale,

Sachant qu’a I'intérieur de chaque poule, chaque équi-
pe rencontre les 3 autres dans un match aller et dans un
match retour, calculer alors le nombre total de matchs,

14 Calculer le nombre de fagcons de distribuer
trois cahiers différents a troig enfants dans les cas sui-
vants :
aj chaque enfant regoit un cahier ;

b) chaque enfant peut recevoir 0,1, 2 ou 3 cahiers.

15 1. De combien de fagons peut-on placer six
convives autour d'une table dont les sidges sont numé-
rotésde 1467
2. De combien de fagons peut-on placer les convives
sachant qu'il y a trois hommes et trois femmes et que
l'on alterne hommes et femmes ?

16 On dispose de sept plaquettes numeérotées de
1a 7. On range ces plaguettes pour former un nombre

de 7 chiffres.




1. Calculer le nombre total de cas possibles.

2. Calculer le nombre total de cas possibles sachant que :
a) le nombre obtenu est impair ;

b) le nombre obtenu est divisible par 4.

Combinaisons

17 Quinze personnes se rencontrent. Chacune
d'elles serre la main & chacune des autres.
Quel est le nombre total de poignées de mains échangées ?

18 On considere six points deux a deux distincts
situés sur un méme cercle.
Combien peut-on construire de polygones non croisés
dont chacun des sommets est I'un de ces six points ?

19 Dix questions, numérotées de 1 & 10, sont pro-
posées 4 un candidat.
1. Calculer le nombre de fagons de choisir 3 questions
parmi les 10.
2. Calculer le nombre de fagons de choisir 3 questions,
dont la question 1, parmi les 10,

20 Un jury est composé de six membres pris dans
une liste comportant dix hommes et sept femmes.
Combien peut-on former de jurys comprenant :

a) seulement des hommes ?
b) quatre hommes et deux femmes ?
c] au plus deux femmes ?

21 On choisit 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.
1. Calculer le nombre de choix possibles.
2. Calculer le nombre de choix possibles sachant que :
a le tirage contient 3 Coeurs et 2 Piques ;
5] le tirage contient les quatre couleurs ;
c] le tirage contient au moins 1 Coeur.

22 On considére un jeu de 32 cartes.
On tire simultanément 8 cartes de ce jeu.
Combien y a-t-il de tirages contenant :
a] exactement 3 As ?
b) au moins 3 As ?
c] exactement 3 As et deux Coeurs ?

23 Un magazine propose, pour un sondage, une
liste de quinze chanteurs, numérotés de 1 4 15.
On demande au lecteur d'entourer les noms de ses trois
chanteurs préférés.
1. Combien y a-t-il de choix possibles ?
2. Combien y a-t-il de choix contenant le chanteur
numéro 1 ? '
3. Combien y a-t-il de choix ne contenant que des chan-
teurs de numéros pairs 7

APPROFONDISSEMENT

24 Démontrer que pour fous nombres entiers
naturels net ptelsque 0 <p<n,ona:

G+, =G

25 Un professeur corrige un devoir des 50 éléves
de sa classe. Les notes sont entiéres et comprises entre
0 et 20.

Calculer le nombre de notations possibles dans les cas
suivants :

a] tous les éléves ont la moyenne ;

b) 20 éleves ont la moyenne ;

c] 8 éléves ont obtenu une note comprise entre 0 et 5.

26 Déterminer le nombre de mots formés de 5
letires choisies parmi les 26 lettres de l'alphabet (6
voyelles et 20 consonnes) dans les cas suivants :

a) les 5 lettres sont quelconques ;

b] les 5 lettres sont deux & deux distinctes ;

c] les 5 lettres sont deux a deux distinctes et le mot
contient 2 voyelles ;

d) le mot contient au moins une voyelle.

27 Un parking contient 20 places de voitures
numérotées de 1 4 10 (rangée A) et de 11 & 20 (rangée B).
1. De combien de maniéres peut-on garer 20 voitures
dans ce parking ?

2. Calculer le nombre de facons de garer 10 voitures
dans chacun des cas suivants : ke
a) les 10 voitures occupent la méme rangée ;

b) 6 voitures exactement occupent la rangée A ;

¢] il y a au moins 1 voiture dans la rangée A.

28 Pour répondre & un sondage, on doit classer 5
chanteurs pris dans une liste de 20. Parmi les 20 chan-
teurs, il y a 12 hommes, 8 femmes et 6 étrangers dont
2 femmes.

1. Calculer le nombre de classements possibles.

2. Calculer le nombre de classements sachant que :

a) 2 femmes occupent les deux premiéres places, sui-
vies de 3 hommes ;

b) on a choisi exactement 2 femmes ;

¢) il y a au moins au moins denx femmes choisies.

3. Calculer le nombre de classements contenant au
moins un étranger.

4. Calculer le nombre de classements contenant exacte-
ment un étranger et deux femmes.

29 Une urne contient 10 boules numérotées de 0
a 9. On tire quatre boules de cette urne.
1. Combien peut-on obtenir de nombres distincts de
quatre chiffres (dont le premier est non nul) dans cha-
cun des cas suivants :
a) les 4 boules sont tirées successivement et sans remi-
se?
b) les 4 boules sont tirées successivement avec remise.
2. On tire simultanément quatre boules.
a) Combien de tirages différents peut-on réaliser ?
b) Avec chacun des tirages, combien de nombres de
quatre chiffres peut-on former ?
Retrouver le résultat de la question 1.aj.

30 Un pere de famille achéte dix cadeaux dis-
tincts qu'il distribue a ses trois enfants.
1. Calculer le nombre total de répartitions possibles de
ces cadeaux entre les trois enfants.
2. Galculer le nombre de répartitions possibles sachant
qu’aucun enfant ne regoit plus de quatre cadeaux.
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31 On lance 3 dés de couleurs différentes dont
les faces sont numérotées de 1 3 & et on s'intéresse au
nombre qui apparait sur la face supérieure de chacun
d'eux.

1. Déterminer le nombre de résultats possibles ?

2. Déterminer le nombre de résultats comportant :

@) un seul six ;

b) au moins un six :

¢) au moins un as et au moins un six.

3. Déterminer le nombre de résultats tels que la somme
des nombres est égale 4 13.

32 1. SoitE={a;b;cletF= {a'; b'}. Déterminer
toutes les applications surjectives de E vers F.
2. E et F sont des ensembles finis ayant respectivement
n et n—1 éléments (n > 2),
aj Soit f une surjection de E vers F. Démontrer qu'il
existe un élément a' de F ayant deux antécédents dis-
tincts a et b par f et que tous les autres éléments de F
ont un seul antécédent dans E, différent de a et b.
b) Déterminer, en fonction de n, le nombre de surjec-
tions de E vers F.

33 On place 5 pions blancs et 5 pions noirs sur 10
cases deux & deux distinctes d’un échiquier de 64 cases.
1. Combien y a-t-il de configurations possibles 7
2. Calculer le nombre de configurations sachant que :
a) les pions noirs sont tous sur une méme ligne ;
bj les pions d'une méme couleur sont tous sur une
méme ligne ;
¢) les pions noirs sont sur une méme ligne et les pions
blancs sur une méme colonne.

34 On lance n fois de suite une pigce de monnaie
dont les cbtés sont notés P (pile) et F (face). On appelle
résultat de cette épreuve tout n-uplet d’éléments de
l’ensemble {P ; F} et on désigne par np et ng les nombres
de fois ot apparaissent respectivement les cotés P et F
au cours des n lancers.

1. On suppose n = 10,

a) Déterminer le nombre de résultats distincts a 'issue
de ces 10 lancers.

b) Déterminer le nombre de résultats tels que :

° np =ng : L nP>"‘F‘

2. On suppose n quelconque.

Déterminer, en fonction de n -

a) le nombre de résultats distincts -

b) le nombre de résultats tels que : ng = ng.

(On distinguera deux cas : n pair et n impair.)

35 Daprés Les jeux de cauris (S. Doumbia et
J.-C. Pil, Editions MESCA).
Le cauris est un coquillage marin présentant deux
cotés : I'un bombé que l'on symbolisera par + et 'autre
fendu que I'on symbolisera par —.
Le Tcha-Tcha Djirokeme est un jeu pratiqué au Bénin.
Chacun a son tour, les joueurs lancent simultanément 4
Gauris trois fois de suite. Le gagnant est le premier qui
obtient chaque fois, lors des trois lancers successifs,
I'une des configurations suivantes :

FEeb 0w b BT

1. On lance une fois les 4 cauris,
a) Quel est le nombre de configurations possibles ?
b] Quel est le nombre de configurations gagnantes ?
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2. Quel est le nombre de résultats possibles lorsqu'on
lance trois fois de suite les 4 cauris ?

3. Quel est le nombre de résultats apportant la victoire
dans le Tcha-Tcha Djirokeme ?

36 Jeu de Déhé (Cote d'Ivoire, région de Man),
Chaque joueur posséde un tas de pois d'une méme cou-
leur et en met un certain nombre (entre 1 et 10) dans
un verre. Ily a une couleur par joueur. On renverse le
verre sur une calebasse comportant un petit socle en
son centre ou peut se loger un pois et un seul. La cou-
leur de la graine qui s'est déposée sur le socle détermi-
ne le joueur gagnant le coup.

1. Trois personnes jouent une partie en n coups.
Déterminer, en fonction de n, le nombre de résultats
possibles & l'issue de cette partie.

2. Aprés chaque coup, le joueur gagnant ramasse les
graines des autres. A la fin de la partie, on compte les
graines gagnées ou perdues par chacun des joueurs.
Trois personnes jouent une partie en trois coups en
misant chaque fois 3 graines chacune.

a) Calculer le nombre de résultats possibles.

b) Calculer le nombre de résultats dans chacun des cas
suivants :

* la partie est nulle pour tous les joueurs ;

® la partie est nulle pour un joueur donné ;

e la partie est gagnante pour deux joueurs :

* la partie est gagnante pour un joueur donné.

37 On considére un échiquier de 64 cases (8 x 8).

& |

.

|
- |

Le pion bleu ne peut se déplacer que vers la case situge
directement & droite ou directement au-dessus de la
case ol il se trouve.

Combien y a-t-il de trajets pour aller de la case A a la
case B ?

38 On considere un polygone convexe 4 n cotés
(n = 4). Déterminer en fonction den:
a) le nombre de diagonales de ce polygone ;
b]le nombre maximum de points d'intersection de ces
diagonales, i I'exclusion des sommets du polygone.

39 1. Soit n un nombre entier naturel.
Démontrer,  l'aide de la formule du binéme, que :
=G+ C+ G+ ...+ CP+ s $ERLG O
2. Pour tout nombre entier naturel 7 tel que n = 3, on
considére r points d’un cercle.

Déterminer, en fonction de n, le nombre de polygones
non croisés dont chacun des sommets est 1'un de ces n
points.




I.imites et
continuite

Introduction

l-o notion de limite est trop délicate pour étre formalisée rigou-
reusement en classe de premiére. Elle sera donc introduite ici de
maniére intuitive et certaines propriétés admises permefiront de
calculer des limites et de résoudre des problémes oU infervient
cefte notion.
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( De l'infiniment grand (la nébuleuse d’Andromede)
' a l'infiniment petit (plaguettes sanguines vues au microscope électronique). .

-

1. Approche intuitive de la notion de limite ................
Q. Calculs de limites............. T — 931
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numeériques a variable réelle et Je plan est
muni du repére (O, I, J).

—1.1.. Limite d’'une fonction en I'infini

EEmmmm Limite infinie
La courbe (67 ci-contre est la représegltation graphique

de la fonction f définie par : flx) = .ﬁ'i

Intéressons-nous au comportement de flx) lorsque x
prend des valeurs « de plus en plus grandes ».
° Alaidedela calculatrice, compléter le tableau suivant.

| 10° ]

x 10 [102 103 | 10%

| S |

* Démontrer que : Vx e [0 ; +oo, flx) > x ~1.

Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre
réel A tel que :

a)x>A = flr)>103;

blx>A = flx)> 100,

® Plus généralement, M étant un nombre réel positif, déterminer un nombre réel A tel que: x>A = flx) >M.
On peut donc rendre f{x) « aussi grand que l'on veut » en choisissant x « suffisamment grand ».
On dit que flx) tend vers + = (ou que la limite de flx) est + =) lorsque x tend vers + oo
On écrit : lim f{x) = + oo,
X3 teo

De méme, si x tend vers — oo, alors Ax) tend vers — eo. On écrit : lim Jlx) = — oo,
X—3—co

Emmmmmm Limite finie

La courbe (% ) ci-contre est la représentation graphique
3x+1

26
Intéressons-nous au comportement de g(x) lorsque x
prend des valeurs « de plus en plus grandes ».
* Al'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant.

x 10 | 10 | 10® [ 10* | 105 |
glx) ]

* Démontrer que : V x € R*, g(x) — -2—: ;—; .
® Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre
réel A tel que :

ax>A = lg[:c)—%l<10‘3;

de la fonction g définie par : glx) =

t

blx>A = |gw)- 2| <10m,
On admet que I'on peut rendre g(x) « aussi proche de % que I'on veut » en choisissant x « suffisamment grand ».
On dit que g(x) tend vers —g— (ou que la limite de glx) est __?):“) lorsque x tend vers + o.

On écrit : lim g(x) = %
X > + oo

De méme, si x tend vers — oo, alors g(x) tend vers % On écrit : lim g(x) = %

X —e

226 Limites et continuité




mummsss  Limites en l'infini de fonctions élémentaires

Nous admettons les résultats suivants.

k J
J7 J
B 0|
Of | Of |
limk=k ; limk=k limx=+o0w ; limx=—o lim \-‘"x=+oo
X —+oo X —»—co X =+ oo X — —oo X —+oo
J
J O |
L O] 1
limx2=+o ; limx?=+o limxi=+4+ce ; limxi=—w im l-=0 ;lm Ll-o
X = + o X —> —oo X+ X——oo X+ x—>—oX
sin € N* et n pair sin € N et n impair sine N*
Ima®=+o ; limx®=+oo lmat=+e ; limx®=-c lim %,1:0 ; lim L,=0
X — 4 oo X ——o0 X =+ oo X ——oo X =+ oo — —oo

R emargues

* Lorsqu'une fonction admet une limite en + = {ou en — «), cette limite est unique.
* Certaines fonctions n'admettent pas de limite en I'infini ; ainsi la

fonction mantisse, définie par m(x) = x - E(x), n’admet de limite y
nien + e ni en — o, (6m)

of [

® Une fonction f n'admet pas de limite en + - (respectivement — <] si son ensemble de définition est
majoré (respectivement minoré). Ainsi I'ensemble de définition de la fonction x — | x est R, ; cette
fonction n'admet donc pas de limite en — e,

. Limite d’une fonction en X

smmmmmm Limite infinie
La courbe (€ ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : flx) =

x
4(x - 1)%

L'ensemble de définition de fest R\{1}.
Intéressons-nous au comportement de f{x) lorsque x prend

des valeurs « de plus en plus proches de 1 ». “)
* A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant. /

x | 0,9 10,99 [0,999] 1 [1,001]1,01] 1,1 Jt
flx) ]

Ce tableau et la courbe (6 ) nous conduisent a conjecturer o)
que f{x) tend vers + oo lorsque x tend vers 1.
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® Démontrer que : V x ¢ R\{1}, x >—;— = flx)> B(_xi_lji
* En déduire que
a)V x e R\{1}, le-1] <103 = fx) > % 108 ;

bIVxe R\1), lx-1] <10 = fg » 5 1010,

On admet que I'on peut rendre flx) « aussi grand que I'on veut » en choisissant x « suffissamment proche
de 1 ».

On dit que flx) tend vers + co lorsque x tend vers 1.

On écrit : lim f{x) = + oo,
X—1

EEEEE Limite finje

* On considére la fonction g définie par : g(x) = @5.
L'ensemble de définition de g est R, *
A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau sujvant.

X T =0 om01 0 Jop01] 0 [ 1]
BT T T e

Ce tableau et la courbe {‘Gg) nous conduisent & conjecturer
que : lim g(x) = 1.

x—=0

Ce résultat sera 6tabli au §2.4. de ce chapitre.

* On considére la fonction A définie par : h(x) = x2 _ 1.

L'ensemble de définition de h est R.

On conjecture de facon analogue que : lim h{x) = 3.
X—2

De plus, on remarque que : A (2) = 3.

Plus généralement, nous admettons la Propriété suivante,

Soit fune fonction définje en x,.
Si fadmet une limite en Xy alors : lim fla) = fx,).
X — 1‘0

E emargues

® Lorsqu'une fonction admet une limite en X, cette limite
est unique.

® Une fonction définie en Xy, n'admet pas nécessairement
une limite en :
Ainsi la fonction h, définie par

{h[.t}:SII-::x,sixe R*
o 4
h(0) = =

® Une fonction fn'q pas de limite en X, s'il existe un inter-
valle ouvert K de centre X, tel que DnK=0.

n‘admet pas de limite en 0.
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Limite & gauche, limite & droite

* La courbe (€ ci-contre est la représentation graphique de la
B o : 1

fonction f définie par : fix) = e

L'ensemble de définition de fest |- e ; —1[ U ]-1 ; + ol.

— Soit f; larestriction de fa l-co; —-1[. On a: lim f(x) = —eo.

x—-1
On dit que flx) tend vers — e lorsque x tend vers — 1 par valeurs | ]
inférieures ou que f'a pour limite — < 4 gauche en — 1. (€p
On écrit : lim  flx) = — oo, -

x—=-1 !

< |

— Soit f, larestriction de fa]-1; +«[. Ona: lim f,(x) =+ c.
x— -1
On dit que flx) tend vers + « lorsque x tend vers — 1 par valeurs
supérieures ou que fa pour limite + - & droite en - 1.
On écrit : lim  flx) = + oo.
x—=-1

>

— Les limites & gauche et & droite de fen — 1 étant distinctes, la fonction fn'a pas de limite en - 1.

* La courbe (6 ) ci-contre est la représentation graphique de la
fonction g définie par : glx) = | «x.
L'ensemble de définition de g est [0 ; + =o[. On a : lim g(x) = 0.
x—0
>

La fonction n'étant pas définie pour les nombres réels strictement
négatifs, elle n'a pas de limite a gauche en 0.
De plus, lim g(x) = g(0) ; on dit que : lim g(x) = 0.

x—=0

x—0

>

* La courbe (6g) ci-contre est la représentation graphique de la (Ce)
fonction partie entiére. J g
L'ensemble de définition de cette fonction est R. _
Ona: limE(@x)=0 et limE(x) =1. I
=1 x—1 o) b
1
< >
. La fonction partie entiére n'a donc pas de limite en 1.
h(x) = 2L s xe R*
* Reprenons la fonction h de la remarque précédente définie par : {h[ ) i : |
0)= — !
ona: lim h(x) = lim h(x) = 1. 2
x—0 x>0
< >

Cependant, on a vu que cette fonction n'admet pas de limite en 0, puisque h(0) # 1.
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mmmmmmm Limites de fonctions élémentaires

Nous admettons les résultats suivants.

k
" J
o] | Ol |
limk=1Fk lim Jx=0
I—)IU x—0
J,,
J4
o
ol |
’ = sin e N* et n pair sin e N et n impair
:-.:.1neN lim ln=+°o i = lim %n-—oo s liin e
hf[;t"=0 r g X z30X =0 x—0
& < > < >

MEXGI’CIC&S B2 A A o o AR o

1.a
Ky

Dans chacun des cas suivants conjecturer, a 'aide
de la calculatrice, le comportement de fAx)
lorsque x prend des valeurs « de plus en plus
grandes ».

alf:x— 5x%-1000; )
b)fix——x*+10x2%+1000;
¢)f:x~0,0002 x° — 10 x% - 106.

1.b

Dans chacun des cas suivants, [CGJJ est la repré-
sentation graphique d'une fonction £, Conjecturer
les limites defen+ ©o, eIl — oo, en 0 et en 2.

Dans chacun des cas suivants conjecturer, 2 1'aide
de la calculatrice, le comportement de f{x) lorsque
x tend vers + «, puis lorsque x tend vers — oo,

: 3x—-1, 3x—-1 .
a}f.x'—>x_3 ; bl f: xl—->lz 3
X—10% : 1010

o T Lz FEEE
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1d Dans chacun des cas suivants, [‘GJJ est la repré-
sentation graphique d'une fonction £, Préciser a
chaque fois si la fonction fa une limite en Xg, &
droite en x,, & gauche en x,.

a) Q7 b) I
T L
ol i = Bl

' . d
C} g/_:’\‘—/ jj __/—K/
b

J
[]
el e N ot
Il J%\é (€9
o | X Gl | X
g ' h) ?\_/
i (€69 d b€
Ol T = Ol |  xo

(6] est la représentation graphique d'une fongg,
tion f

Conjecturer les limites de fen + = et en — oo,

le

undn
|




1. Propriétés de comparaison

mmmmmw  Majoration, minoration

Nous admettons les propriétés suivantes.

Propriétés :
Soit fune fonction. ;

= S'il existe une fonction g telle que f>g sur un intervalle 1A ; + [ et lim g(x) = + oo,
alors lim flx) = + . X3+
X — +oo

* S'il existe une fonction g telle que f<g sur un intervalle JA ; + «[ et lim g(x) = — o,
X5+

-alors lim flx) = ~ .

X —+oo

Exemple
Soit fla fonction définie par : flx) = |x| (x + 1).
Ona:Df=R et Vxe J0;+of, fle) =x% +x

Donc: VY xe ]0; + =, fla) > 2%

Or : lim x? = + c. On en déduit que : lim flx) = + .

X3+ o X =+

Bemargue

On a une propriété analogue :

* Jorsque x tend vers — « en remplagant l'intervalle JA ; + o[ par J- o ; A[ ;

® lorsque x tend vers x,, (éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures) en remplacant ['inter-
valle JA ; + e[ par un intervalle ouvert de centre x, (éventuellement Ja ; x,[ ou Ix, ; b).

Exemple
Soit g la fonction définie par : g(x) = %2 + COS X.

Ona:D'=R* et Vxe |- E; E[,[)Scosx.
9 2° 2

: : g (e AU > 1
Donc:Vxé ng] o 2[,g{x]_ = (€)
; 1
Or: lim = =+ e, J+
x—)[}xz
On en déduit que : lim g(x) = + . °
i 7 o

mmmmm Encadrement
Nous admettons la propriété suivante, souvent appelée « théoréme des gendarmes ».

Propriéte

Soit fune fonction.
S'il existe deux fonctions g, h telles que g < f<h sur un intervalle JA ; + [
et lim g(x) = lim h(x) = [, alors lim flx) = L

X+ X3+ x> +o0
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Exemple 1
Soit fla fonction définie par flx) = TTED’ ou E désigne la fonction partie entiére.
X

Ona:Df=]—oo;—1[u[0;+oo[.

etVxe R E(x) <x<E@) + 1. (’6):y=_%.
Donc:Vxe IO;+oo[,OSf[x]£71cu.
Or:limo =lim 1 =g 14
Xd+e x—t+ook (C(j)«)
On en déduit que : lim flx) = 0. :
X+ QO |

B emarcues

* Celte propriété est parfois formulée de la facon suivante.
« §'il existe une fonction g et un nombre réel l tels que lim glx) =0 et |fix) -1 < glx) sur un intervalle
X +oo

JA ; + o[, alors lim flx) =1 »
X >+ oo

® Comme précédemment, on a une propriété analogue lorsque x tend vers — « et lorsque x tend vers X
(éventuellement par valeurs Inférieures ou supérieures).

Exemple
Soit fla fonction définie par: flx) = x? cos 31:—
Ona: Df= ¥

et Vxe R*, -1 < cos %Sl.

Donc : V x e R*, |flx)] <2
Or:lim x% = 0.

x—0

On en déduit que : lim flx) = 0.
x—=0

Emmmms Comparaison de limites
Nous admettons la propriété suivante.

Propriété
Soit fet g deux fonctions telles que f<g sur un intervalle JA ; + -[.
Si lim fl) =1 et lim g(x) =L, alors I<P.

X+ oo X3 +ee

B emarg ue

Comme précédemment, on a une propriété analogue lorsque x tend vers — « et lorsque x tend vers X,
(éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures). '

—2.2. Limites et opérations sur les fonctions

Les propriétés présentées sous forme de tableaux dans ce paragraphe sont admises.

Elles donnent les limites en x, des fonctions f+g, fg, L, ]| fletyf, connaissant les limites en X, des
fonctions fet g. g

Elles restent vraies pour les limites de ces fonctions en + o, en — o et en X, par valeurs supérieures ou
inférieures.
Dans certains cas on ne peut conclure directement. Ces cas sont signalés par le symbole (D,
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mmmmm Limite de la somme de deux fonctions

lim flx
I—)-X{[ ) l + co — oo —+ oo —_ oo =+ co
lim X s y 2
Hg( ) l 1 1 2058 —e e
lim (F+ g)(x :
xﬁx[:‘ g)() I+l + oo — oo + oo —_a @
Exemples
* Soit f'la fonction définie par : flx) = 22 + %4
Ona:limx?=0 et lim %4=+oo;d0nc: lim flx) = + oo.
x—=0 x—0 x—=0

Ona: lima®=+o et lim %zo;donc: lim fx) = + co.
X——ea X = —oo X -

* Soit g la fonction définie par : glx) = x2 + x.

Ona:limax?=+c et lim x =+ o ; donc: lim g(x) = + co.
X = +oo X =3+ oo X -3+ 00

Ona: limx®=+c et limx =—c;on ne peut donc conclure directement.
X = — oo X = —o0

e Soit h la fonction définie par: h(x) = x + 3.

Ona:limx=2 et lim3=3;donc: lim h(x) = 5.
xr—2 x—2 x—2

mmmmm Limite du produit de deux fonctions

lim flx f

x_,xfn(] l —+ oo —_ oo + co O — o + oo —_— 00 + oo
Ij..l'.l] X , rfar s 7

x_)x!g” l U{l=0) U(l’+=0) 0 + oo — oo — oo
lim (f g)(x) X +00,81 >0 [(—co,8il’>0 B . .
X > X, bk —oo,51'< 0 +o0,51 "< 0 @ 4 *

Bemar que

On en déduit que si lim flx) =1 alors, pour tout entier naturel n non nul, on a: limf*(x)=1"

x—=x, X=X,
Exemples
e Soit fla fonction définie par : flx) = — 3x5.
Ona:lim-3=-3 et limx® =— ; donc : lim f{x) = + .
X —p—iod X —>— X ——oo

* Reprenons la fonction g définie par : g(x) = x% + x. On a : g(x) = xz(l + i—)

Or:limx% =+ et lim (1+1—)=1;d011c:: lim g(x) = + oo,
X ——oo X —3—oo x X——oo
* Soit h la fonction définie par : h(x) = 3x.

Ona:limx=2 et lim 3 =3; donc : lim k(x) = 6.
x—32 x—2 x—=2

e Soit k la fonction définie par : k(x) = 5(x + 3).
Ona:lim5=5 et lim (x+3)=5;donc: lim k(x) = 25.

x—>2 x—2 x—=2
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mmmmmn Limite de I'inverse d’une fonction

ET,{;[“’] L{l+0) + %0 OU — oo Oetflx)>0 | Oetflx)<0
: 1
e L 0 o s
L 0
Exemple
Soit f1a fonction définie par : flx) = x_-l-_s :

Ona: Df= R\{3} et lim (x—3)=0.

x—>3
Or:{

Ona: lim
xr—=3 X—

flx) <0,51 x<3

flx) > 0,81 x> 3.
1

—o et lim ok
x—3 x—3

>

= + o ; dong, f'n'a pas de limite en 3.
<
Emmmms Limite du quotient de deux fonctions

Pour calculer la limite en x, de g, il suffit de remarquer que -qﬁ =f % et d'utiliser les propriétés précédentes.

Exemples
; . g 5]
° Soit fla fonction définie par : flx) = .
4 par i) 241
Ona:1im5=5etlim(x2+1)=+oc;donc:1im 21 =
X3+ X+ Xt X5+ 1
Ainsi :lim flx) = 0.
X =+ o0
3 g
* Soit g la fonction définie par : pali et
x%—2x
lim (x®* = 2x+ 1) = lim %3 (1—124- 15):-;-00
X — 4+ o0 X —* + oo X X .
Ona: 9 ; on ne peut donc conclure directement.
lim (%% — 2x) = lim x2 (1——-):+Do
X =+ oo X—>+oo ¥ 7

Emmmm Limite de la valeur absolue d’une fonction

lim flx
lix_“{{] I + o0 QU — oo
lim (| F(x
xwaxnf)'[) Ill e
Exemples
*Ona: lim*®-2)=-2:donc: lim|[x2-2]=2.
x—0 xr—=0
eOna: lim[x2+2):+<>o;donc:1im|x2+2l=+oe.
X + oo X =¥ +109

mEEmEE Limite de lg

racine carrée d’une fonction

lim ftx) 1120) + oo

X — -TO

i (P . g, 29
X —>:c0 Y J
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Exemples

eOna: lim(x?+2)=2;donc: lim {@+2=,2.
x—=0 x—=0

*Ona:lim@®+2)=+e;donc: lim (2242 =+ .
X—>+ o= X —> 4+ oo

mmmmmm Limite de x — flax + b)

* Soit fla fonction définie par : flx) = 22
La fonction fadmet une limite en tout nombre réel o ;

en effet : lim flx) = (lim x) (l'un x) =flo) (1).

x—a o/ \x>a
Considérons un nombre réel x,. On se propose d'étudier la limite en x,, de la fonction : x — fl— 2x + 3).
Ona: lim fl- 2x + 3) = — 2x, + 3.

I—)Iu
Dong : lim fl- 2x + 3) = [lim 2+ 31] lim (= 2x + 3]]
x—axn x%xo xa.rn
= (= Zxo + 3]2
= fl— 2x, + 3).
En appliquant (1) avec o = — 2x,, + 3, on en déduit que : lim fl- 2x + 3) = lim flu).

X u472x0+3

Plus généralement, on admet la propriété suivante, parfois appelée « théoreme de changement de variable ».

Propriété ' i '

Soit f'une fonction, x, un nombre réel et x> ax + b une fonction affine non constante.
La fonction x — flax + b) admet une limite en x, si et seulement si f admet une limite en ax, + b.

On a alors : lim flax + b) = lim flu).
X—>X u = ax,+ b

0
Eemargue

Pour retrouver cette formule, on peut poser : u = ax + b ; quand x tend vers x,,, u tend vers ax, + b.
On obtient : lim flax + b) = lim flu).

x-ox u— a.ro-l-b
Exemple
. sin(3x—6
Pour calculer lim L—-———) ,on pose : u=3x— 6.
\ 3x—-6
x—2
8 in (3x—6 . i
uand x tend vers 2, u tend vers 0 ; donc : lim w = T e 4,
& 6
ey PO w—0

2.3, Exemples de recherche de limite

mmzmmmm Limite d’une fonction polynéme en I'infini
On se propose de déterminer la limite en + c de la fonction x — 3x* — 2x2,

Ona:Vxe [Ri,3x’*—2.7c2=3x4(1—2—).

32
Or: lim (3x%) =+ et lim (1—$)=1;donc: lim (3x% - 2x2) = lim 3x% = 4 oo.
X+ oo X =3+ o0 X —> + o0 x>+ oo

Plus généralement, on a la propriété suivante.

Propriété 3

La limite en I'infini d'un polyndme est égale a la limite en 1'infini de son monéme de plus haut degré.
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Exemple

lim (~ 3x% — /2 x4 + 123 — 105 22 — 16 x — 1000) =

X —o

lim (= 3x%) = + .

X = —oo

mmmmm Limite d'une fonction rationnelle en Finfinj

On se propose de déterminer la limite en + = de la fonction x— Sat v 222 ;

- 7x° + 11
2x? 2x?
3x? 1+ — i e
Ona:Vaxe Re, St 222 ( Sx“) _ 3x*
' Y765+ 11 _7x5(1_1_1) 7x° G
: 7x5 7x°®
L2x
Or : lim ixi:lim 3. -0 et lim 3xt =T 4
X 40— 7X° X—=>+eo — /X x-—>—°°1,_£
7x5
. 3x4+2x2 3x?
donay Jimn S - S8xX° _ g
X+ —7X° + 11 X 4o — X0

Plus généralement, on a la propriété suivante.

Propriété

La limite en I'infini d'une fraction rati
de plus haut degré du numérateur et

Exemples
' 3x8 + 245 — 41x
e lim =
x——os —7Xx% 4+ 11x2 — 37
; 3x% + 12x2 —17x
o e e R o e
X+ —7x° + 1322 — 23

du dénominateur.

6
1 ___3)6 = lim :ixi=—°°.
X = —oa — I—P—sme T
]_j_m E :_i._
x—>+oo—7x5 7

onnelle est égale a la limite en I'infini du quotient des mondomes

Emmmmmm  Autres exemples

1. Déterminer la limite en + = de la fonction x> \"'rxz +1-x.

Ona:limyx®+1=4coet lim x = + e ; on ne

peut donc conclure directement.
X 400 X — 400

Ona:VxeR /x2+1+x=0. o
(2 +1-x)(x2+1+x)

On peut donc écrire: Vxe R, (42 +1—x = — = — 1_ :
2 +1+x V2 +1+x
Or: lim (/22 + 1 +x) =+ ; donc : lim ({22 + 1 —-x) =0,
X =+ X+ oo
2. Déterminer la limite en 2 de la fonction x> il 3 :
2+2x-8
Ona: lim (x2-4)=0et lim (** +2x—-8) =0 ; on ne peut donc conclyre directement.
F= x—2 ¥
2 _ =
Ona:Vxe R\|-4:2)} B =(x 2)(x+2)=x+2_
K +2x-8 (x-2)x+4) x+4
.
Or: lim x+z=£;donc:11m v =£.
xs2X+4 3 x>2x2+2x-8 3

Pour calculer la limite en X, d'une fonction du type-g telle que ﬂxﬁj'- = g{xp}_ = 0, on peut parfois _
mettre (x — %) en facteur au numérateur et au dénominateur, puis simplifier.
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.. Travaux dirigés

L’objet de ce travail dirigé est d'établir certaines limites qui seront réinvesties ultérieurement.

N

I 1°) Soit x un élément de J0O ;%[, M son image sur 7 MCe)
X
le cercle trigonométrique (C) et N le point d'intersection de la ©

droite (OM) avec la tangente a (C) en 1.

Calculer en fonction de x les aires des triangles OIM et OIN,
ainsi que l'aire du secteur circulaire OIM (région colorée),

En déduire que : sin x <x < tan x. 9
2°) On suppose maintenant que x est élément de ] —% ; % [
a) Démontrer que : |sin x| < |x]. En déduire que : lim sin x=0.
xt—0
b) Démontrer que : lim cos 2x = 1. En déduire que : lim cos x = 1.
x—0 x—=0
3°) On suppose maintenant que x est élément de ] -%; ] [u] 0; %[
a) Démontrer que : cos x < >=* < 1, En déduire que : lim S“;_x =1.
xr—=0
5 5 1-cosx sin x 2 1 L. ;o l-cosx _ 1
b : = .E < — ==,
) Vérifier que o ( = ) e déduire que 111{10 5

” & 5. i < -1
¢) Déterminer la limite en 0 de la fonction x> oot~

Solution
1°) Le triangle OIM a pour hauteur sin x et pour base 1 ; son aire est donc —;- sin x.
Le triangle OIN a pour hauteur tan x et pour base 1 ; son aire est donc %tan x.

Le secteur circulaire OIM a pour aire é—x.

L'aire du secteur circulaire OIM est comprise entre l'aire du triangle OIM et l'aire du triangle OIN ;
on en déduit que : sin x < x < tan x.

2°) aj L'inégalité est évidente pour x = 0.

Pour x # 0, deux cas sont a envisager.

1¥cas :0<x < %

D' aprés la question 1, ona: 0 <sin x < x ; donc : [sin x| < |«].

2¢ cas :—% <x<0.
Ona:0<—-x< % ; donc, d'aprés le cas précédent : |sin (— x)| < |- x].
On en déduit que : |sin x| < |x].

Ona:limx|=0 et Vxe ]—1; L5 [, [sin x| < |x].
x—=0 2 2

En appliquant le théoréme des gendarmes, on en déduit que : lim sin x = 0.

x—=0

b)On a: lim cos 2x = lim (1 — 2 sin%x) = 1.
x>0 x—=0

On pose :x=2a;ona: lim cos x = lim cos 2a = 1.
x—=>0 a—0
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3°) a) Deux cas sont i envisager.

b
1% cas :0<x < >

D’apréslaquestionl,ona:0<sinx£xsw idame s Dl Te e ;
. Cos x sin x ~ cos x
On en déduit que:cosxss—u.—lxi S 1.
Zecas:—l;- <x<0.
" ek sin (- x,
Ona:0<-x<X, donc, d'aprés le cas précédent : cos (—x)< 28k <1
2 p P —-X

On en déduit que:cosxgs—ffSL
Ona:limcosx=1, lim1=1 et Vxe ]—E;U[U]O; lt—[,msxS%i:SI.

x—=0 x—=0 2 2 x

En appliquant le théoréme des gendarmes, on en déduit que :lim Shk_ 4

x—=0
bjgna.(Sinx)z 1 - _1-cos®x _1-cosx
\ x 1+cosx %1+ cosx) x2
g : 1 1~ cos
De plus : lim 22% _4 et lim " l,donc i r_1
x—>0 X *-s0l +Cosx 2 i 2 )
1—-cosx 1—cosx
c Ona:——:x___.
7 = =
2 . 1-co =
Or:limx=0 et lim —%08% _ l,donc iy SRB i
x—-0 o 2 v o

-

WE xercices S G

2.a Calculer: a) im 4%+ 2% + 3 + 2 4+ x 4 1) Ty Démontrer que :
o igies Ve 1 4oof x—cosx>x—1
et ]jm[—x5+x4+x3+x2+x+1) ; i "2+cosx T 3
X —3—oo —
En déduire : lim ';—Jrz—gsf
= =2 S
b) lim 2x3;2__ﬁx+1 et lim 215__r+1 : gt
M 1 =1 2.Ens'ﬁ15pi:antdelaquestionprécédente,calculer:
: A1 s i
c] lim Voo v lmAP+1+x. fiy o Bt
¥-e 2X+3 T—w s 2+cOSX’
s 2—x L 2-x
2b Calculer : aj iu_)ns 3 & ;I.»]Ta r—3* 2d ..on consideére la fonction £ définie par:
< >

_ X*sinx
s 1+at

b) lim :‘x et lim 2%

23
x—3 = x—3 9-x a

A s - 5 Tationnelles simples,
¢) im z et lim xzi—z

T—-2 =4 r—2 e
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Encadrer sur R la fonction f par deux fonctions

En déduire les limites de fen + « et en — oo,




. Définition et propriétés

. ' -
memmmss Introduction )
La courbe (€) ci-contre: est la représentation graphique (€g) ::
de la fonction partie entiere. :
En 3, la fonction est définie mais n'a pas de limite. T . : T
En 3—, la fonction est définie et a une limite. -
On dit que la fonction partie entiére est continue en % et = ! % .

qu'elle n'est pas continue en 3. —0 )

Détinition
Soit f une fonction et x;, un nombre réel.

fest continue en x, si fest définie en x, et 1@ J:)‘{x] = flx,).
0

Exemples

On a vu 4 la fin du paragraphe 1 que pour tous nombres réels Xgethk: limk=Fk et limx=ux,
X = xo X = xu

On en déduit que les fonctions constantes et la fonction x — x sont continues en tout élément de R.
LR

mmumms  Confinuité en x, de fonctions élémentaires

Propriété

Les fonctions suivantes sont continues en tout élément x, de leur ensemble de définition.
x> d x—>x' (ne N*) X > COS X ;

xe>Jx xn—>%n (ne N*¥) ; x—sinx.

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur.

mmmmmmm Propriétés

Les propriétés suivantes se déduisent de la définition de la continuité en x, et des propriétés des limites
relatives aux opérations sur les fonctions.

Propriété 1 ' |
Soit f'et g deux fonctions continues en x,.
* Les fonctions f+ g, f g , k f(k € R) et | | sont continues en X

* 51 glx,) # 0, alors la fonction 'g!v: est continue en x,.

* Si flx,) = 0, alors la fonction J?est continue en Xy

Exemples

* Les fonctions polyn6mes et les fonctions rationnelles sont continues en tout élément de leur ensemble
de définition. ——

* La fonction f; définie par flx) = vx2 + 1, est continue en tout nombre réel e

* La fonction tangente est continue en tout élément de son ensemble de définition.

* La fonction g, définie par g(x) = |2x + 3|, est continue en tout nombre réel Xy-
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Propriété 2 _ _
Soit a et b deux nombres réels (a # 0), fune fonction et g la fonction définie par : g(x) = flax + b).
fest continue en a X, + b si et seulement si g est continue en o
Cette propriété est une conséquence directe de la définition de la continuité et du théoréme de change-

ment de variable.

Exemple
La fonction f; définie par flx) = cos ( 2x —%), est continue en tout nombre réel L

. Prolongement d’une fonction par continuité

x -2
x-1
L'ensemble de définition de fest thel que : Df= RA\{1}.
La fonction fn'est pas définie en 1, elle n'est donc pas continue en 1.
Ona:Vxe Dy, fix) = x2.

Soit fla fonction définie par :

Considérons la fonction g définie par : glx) = x2. y
L'ensemble de définition de g est D, tel que : D, =R w
g est continue en 1 ; g et f'sont égales sur D, ; D, = D U {1},

On dit que g est le prolongement par continuité de fen 1.

Définition 5 A R
Soit fune fonction non définie en %, et [ un nombre réel tel que : lim f{x) = 1.
S r

gl = flx), sixe Df

4
On appelle prolongement de fpar continuité en x, la fonction g définie par : {g Ghiy

Exemples
. : i ok sin x
* Soit fla fonction définie par : flx) = e
Ona:D,=R* et lim 3% _ 4.
x>0 X
sin x

- ,Six#0 -
QE-S ) R est le prolongement par continuité de fen 0.
glu)=1
® Soit fla fonction définie par : flx) = \:__11

Dong, la fonction g définie par {

Ona:Df= (05 1[ W11 ; +oaf.
Calculons la limite de fen 1. g
yxr—1 1

Ona:Vxe D, flx) = — . ; :
(x-1yx+1) VX +1

Donc : lim flx) = %

| x—>1 = 1
| g(:«c]=‘x_1 ,sixe D
La fonction g définie par{ lx 4 est le prolongement de fpar continuité en 1.
9(1) =+
2

WE xercices B2 A AT o AR

3.a  Soit fla fonction définie par : 3b Donner un exemple de fonction dont Ien-
p P
f=x,mnx< semble de définition est R* et qui n’est pas
flx) =22, six> 1. prolongeable par continuité en 0.

Etudier la continuité de fen 1.
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S

)] # -
Xercices _—~
SRR o Calculs de limites

Nprxhe intUitive de Ia 7 Sait f1a fonction définie par : flx) = 22+ cos?x.

notion de Iimite E;Jllliseeg ie;e%rcj_p;i"étés de comparaison pour calculer la

8 Soit fla fonction définie par : flx) =x |1 + sin® .
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer la
limite de fen + = et en — .

1 (€) est la représentation
graphique d'une fonction f
Conjecturer les limites de f en

— oo, + o0 gt 0. x+1

9 Soit fla fonction définie par : flx) = —
’ X —
Démontrer que : ¥ x €]1 ; + o[, flx) > yx + 1.
En déduire la limite de fen + ee.
2 (€) est la représentation
graphique d'une fonction f
Conjecturer les limites de fen — e,

10 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction fen + o et en — eo.

+ o0, — 2 et + 2 (éventuellement a a) flx) = 4x% + 3x% -1 : b) flx) = x* — 3x% + 2x ;
gauche et & droite). c)fl)=—x3+5x%2-7x dfix)=—xb—x*+4;
B ppn s
3 Dans chacun des cas suivants, faire l'esquisse, 2] flx) _ A —Zx+i ; B A= X +4 A
dans le plan muni du repére (0, 1, J), de la courbe repré- g 33-75 4— 1 ’ A (1' - ;2 ’
sentative d'une fonction f qui vérifient les conditions i i : T8 I
énoncées. )fx) = T e = =2
;) Df =]R; 5 ’ lj.‘[l)] v )1; " 11 Dans chacun des cas suivants, étudier la limite
I_n: j[f T ! x‘E} f{f FET de la fonction fen x, (on calculera éventuellement les
BID,=R\{1) ; AD)=2 ; 8)=—1; limites a ga;;che et & droite en x).
limf)=4 ; limflt)=—c 3 limAx)=0. W) =ity = 2
X =0 xr—=1 X3+ i
b) fix) = o L
CJDf=]_2§0{U]0;+°°[;)‘[—1)=O;ﬂ2}=—1§ x_x+2 T
lim =+ oo . 1i =4 o0 ; 3x —4
x—>—f{2x] + xlI_ilj{f) c)ﬂx]:"f—i%_x—lyxnzl;
llm f[x) = — oo v 111’11 ﬂx) = +4 oo, 5 1
= x A e e
r - 1 1 e
& Soit f1a fonction définie par flx) =x— yx. e flx) = -1 x %7 0;

1. Démontrer que : V x €14 ; + o[, fix) > Jx.

2. a) Trouver un nombre réel A pour lequel :

x>A = flx)>10%

b) B étant un nombre réel strictement positif, trouver un
nombre réel A pour lequel : x> A = flx) > B.

12 Dans chacun des cas suivants, étudier la limite
de la fonction fen x, (on calculera éventuellement les
limites a gauche et a droite en x,).

x—4 fe 3 g~
c) En déduire la limite de fen + . a) flx) = g =4 3 b flx) = = mopeumel et
¥ -
5 Soit fla fonction définie par : f{x) =§I i ; c) flx) =; Xy =0 ; d)flx) = Eal- 0 e
VI —1 4-x

1. Démontrer que : V x € R*, |[flx) — 1| <%.
2. a) Trouver un nombre réel A pour lequel :

£>A = |fix)-1| <104

b) & étant un nombre réel strictement positif, trouver un

13 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction fen + « et en — .

2 —
nombre réel A pour lequel : x> A = |flx)-1|<e a)ﬂx);h___i} ; Bfix)=x+24Vx2-3x+1;
¢} En déduire la limite de fen + co. 3x-1 AR .
2 342 +1+5x r =~

€ Soit fla fonction définie par: flx) = .ﬁl ; c) flx) = l?— s A flx) =V +x—Nxf + 1

A . % X r # -
1.Demontrerque.‘v’xe]1,+oo[,j[.t]>§. J3x2 +1 =12 —3x+1
2. a) Comment choisir x pour que : [fix)| > 108 ? eJflx) = — =  fIfix) = ooy
b) Peut-on rendre f{x) aussi grand que l'on veut ? L 2x +Vax +x

¢} En déduire la limite de fen + c.
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14 Calculer les limites suivantes,

a)lim X ; b) lim (Sl—n-{+ tan x) :
x—0 SIoX x>0 X
. tan x : sin 3x
gl lim EE& : d)lim 22X .
x>0 x xr—=0 2x
. tan 2x 5 . sin 3x |
2 _{.ITO 5x ’ 7 }}E}n sin 5x ’
gl lim fan2x ; h) lig * 802X

r—o tan bx x -0 JCOS X
15 Dans les deux cas suivants, calculer la limite
de fen 0. >
v

— cos (x+%)— 7.

sin (x +£)— &

IG 2 b)fle) =

16 soit f'la fonction définie par: flx) = E[%r!

ot E désigne la fonction partie entire.

1. Démontrer que : V x € |0 ; 1, flx) = 0.

En déduire la limite de fen 0.

2. Démontrer que :

Yxelo;+e[ 0<flr)< L .
VX

En déduire la limite de fen + co.

17 Soit fla fonction définie par : flx) Bl ;
ol E désigne la fonction partie entitre, N
1. Démontrer que :
Vxelo;of, 25 flx) < 2+ 1
2. En déduire la limite de fen + co.

Continuité

18 Dans chacun des cas suivants, étudier la
continuité de fen x,. A
a}ﬂx}:sz—Sx—Zxozz ; b)ﬂx}:vtl—x,xu:-'-k;

B = 3x'2—5,r—7

m,xo=1;d)ﬁx)=xz_4 X,=—2,

x+2’70

19 soit fla fonction définie par :
) =x2+4,5i x<2
A)=3x+2,8i x>2.
1. Tracer la courbe représentative de f dans le plan
muni du repére (O, I, 7.
2. Etudier la continuité de fen 2.
20 soit fla fonction définie par :
{ﬂx]: C e R S

2x +3
fll=x?+x+a,si x>0
Etudier la continuité de fen 0.
(On discutera suivant les valeurs du nombre réel a. J

Prolongement par continuité

21 Dans chacun des cas sujvants, préciser l'en-
semble de définition de la fonction Fet déterminer (s'il
existe) le prolongement par continuité de cette fonction
en x,.

0

249 Limites et continuité

2
x“—3x+2 b i
=y s e =2 5 b =—x;=0.
o fix] 3 —7xv2 0 ) =g =0
c})‘[x]=":___ﬂ,xu=o : d}ﬂx)J_@MC,xﬂ:o;
v *
22 verifier que la fonction g : x — —.1—

ey 141 +x
est le prolongement par continuité en 0 de la fonction
v1l+x-1

fixm =

APPROFONDISSEMENT

23 Soit fla fonction définie par :
flx) = v:lix_, si x<£—-1
{ﬂx] = y:17+_.1?, si x>~1.
1. Tracer la courbe représentative de f dans le plan

muni du repére (O, L, J).
2. Etudier la continuité de fen — 1.

24 Dans chacun des cas suivants, ol E désigne la
fonction partie entitre, étudier la limite de la fonction f
en 0.

a) flx) = E(x) sin x :

¢) flx) = sin (52_ Ex)  ;

el flx) =xE{%J ;

bj flx) = sin (n E(x)) ;
d) flx)=E(2sinx) ;

x Elx) -x
Afe) =
lx|
25 soit X, un nombre réel et fune fonction défi-
nie sur un intervalle de centre X
1. Démonter que si la fonction fest continue en X, alors :

}Iim [flx, + A) = flxe, - h)] = 0.
—0

2, Démontrer que la réciproque est fausse (On donnera
un contre-exemple.)

26 On considere la fonction f définie par :
Jx) =sin [l) +%.
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer

lim fix) et lim flx).
xr—0 x—=0
< >

La fonction fa-t-elle une limite en 0 7

o i, T2

27 calculer lim .
X — —e SIN“X + 2

X — oo 8iN%2 + 2

28 soit f1a fonction définie par : flx) = —'r—l
2 —sin (<)
1. a) Démontrer que : V x & ]0 ; + cof, % )<z *
b) Démontrer que:Vxel-=;0x<flx)< %
2. En déduire les limites de fen + e, — oo ot 0,

29 Soit fla fonction définie par : flgj 2 losx,

X + sinx

et lim flx).
x—0
< >
fadmet-elle une limite en 0 ?
2. Apres avoir encadré sur |1 ; + [ la fonction f par
deux fonctions plus simples, calculer lim fx).
X—+ o

3. Calculer de la méme fagon lim Sflx).
X—3—o

1. Calculer lim fx)
x>0




D erivation

Introduction

Avec la dérivation, nous abordons une des notions fondamentales
de 'andlyse : le calcul différentiel. Apparu & la fin du XVE siécle, ce
concept a été développé au XVIE, essentiellement par I'allemand
Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716] et par I'anglais Isaac NEW-
TON (1642-1727). Ses nombreuses applications, non seulement en
mathématiques, mais également dans des domaines aussi variés que
la biologie, I'économie, la thermodynamique et la plupart des
sciences physiques en font un instrument incontournable.
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Trajectoires orthogonales d'une famille de paraboles
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques a variables réelles et le plan est
muni du repére (0O, I, ]).

T

'm,e_‘m_ R e Rl = e
~ Nombre dérivé d’une fonction en x,

i
%

mmmmmm Introduction

La courbe (%) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f définie par : flx) = — %xz + x4+ %

On désigne par A le point de (%) d'abscisse 2.

Soit M un point de (%), distinct de A, et x son abscisse.

Lorsque x tend vers 2, le point M « tend vers » A sur (€)

O\, *7/

et la droite (AM) pivote autour de A. @
Le coefficient directeur de (AM) est : ]%2—:)2‘{-2—)-.
(€)

Ona:Vxe R\{Z},M S,
x-2 2

On en déduit que : lim f) - f2) =—1

x—2 X—2

La droite (AM) admet une position limite (T), de coefficient directeur — 1.
On dit que — 1 est le nombre dérivé de fen 2 et que la droite (T) est la tangente a (€) en A.

Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un élément de K.
x) — flx
On dit que fest dérivable en X, si ﬂ—.:,—_—f—‘ﬁ a une limite finie en x,.

0
Cette limite est appelée nombre dérivé de fen x, et notée f ()

On a alors (%) = lim M :

X —=x, x_xg

On peut également poser : h = x — x, ; lorsque x tend vers x,, h tend vers 0.

On a alors : f e )= lim w .

h—0 h
Exemples
* Soit fla fonction définie par : flx) = 2_34-—1 ; étudions la dérivabilité de fen — 1.
X ) -f-1) 4
Ona:Vxe Df\{— 1}, S R e
fi) ~f-1)

On en déduit que : 1i _—
" i o ey

Donc, fest dérivable en — 1 et (1) = 1.

=1.
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* Soit g la fonction définie par : g(x) = |x| ; étudions la dérivabilité de gen0.

Ona:Vvxe R%, gx) —9(0) _ |x|
x-0 x’
Deux cas sont A envisager : lim g =90 = lim =—=1; lim 9 - 9(0) = B X =
x—»o X—=0 x—>0X x—»0 X-—0 x>0 X
> > < <

Donc g n'est pas dérivable en 0.

Emmmmm [nterprétation graphique
Soit fune fonction, (%) sa courbe représentative et A un
point de (€) d'abscisse x,.

Si fest dérivable en x,, alors (¢) admet une tangente (T)
en A, dont le coefficient directeur est f”(x,).

Une ééuation de (T) est donc y — floeg) = F ) (e —xe}.rr

( as particulier

Lorsque f ’(x,) = 0, la tangente a (€) au point d’abscisse x,, est paralléle a I'axe des abscisses.

Exemple

Reprenons I'exemple introductlf

Ona:ﬂx)——%x -:-x+—— ; fl2) = -12— s f(2) =
) en

Une équation de la tangente (T) & (¢ A( ) est donc: y - % =—1(x-2);
cest-d-dire: y =—x +%. 2

mmmmmm Dérivabilité et continuité en X

Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un élément de K.

ﬂx] ﬂxo
Ona:Vxek, fix X, (x — ¢
fix) = fix,) x~x,
Si fest dérivable en x, alors : lim Mx_o =f’(xy) ; de plus : lim (x - x,) = 0.
xax, *—Xg x> x,

On en déduit que : lim flx) = flx,). Donc fest continue en x,,

x—)xu

Proprieté

Si une fonction est dérivable en x,; alors elle est continue en x,,.

B emarque

La réciproque de celte propriété est fausse : une fonction peut étre continue
en x, sans étre dérivable en x,,

Par exemple, la fonction x> |x| est continue en 0 mais elle n’est pas
dérivable en 0.

Sa courbe représentative (€) n’admet pas de tangente au point O.
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e —— |

—1.2, Dérivabilité 3 gauche, dérivabilité 3 droite

mxmmew Infroduction

La courbe () ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f définie par : flx) = |x% - 1].

Ltudions la dérivabilité de fen 1.

Ona: -/ _1K2-1

x=1 =~ x=1
; . =1 ;
Deux cas sont a envisager : lim fid - f11) =lim(~x-1)=-2;
xr—»1 X-—1 x—1
) I

lim M-l—} =lim (x +1) = 2.
x—=1 X-—=1 x—1

> >

Donc, fn'est pas dérivable en 1 et (€) n'admet pas de tangente au point d'abscisse 1.

Toutefois, on dit que :
* f est dérivable & gauche en 1 et admet — 2 pour e f est dérivable 2 droite en 1 et admet 2 pour

nombre dérivé & gauche en 1. nombre dérivé a droite en 1.
* (€) admet une demi-tangente a gauche au point e (¢) admet une demi-tangente 4 droite au point
d'abscisse 1, de coefficient directeur — 2. d'abscisse 1, de coefficient directeur 2.

mmmmms Définitions et propriété
Détinitions '
Soit fune fonction définie en .

* On dit que fest dérivable a gauche en x si fest * On dit que fest dérivable a droite en X, si fest
définie sur un intervalle de la forme Ja 3 xp] et définie sur un intervalle de la forme [x, ; b et

T~ fixy) a une limite finie & gauche en s ﬂ z) __'ﬂx“} a une limite finie a droite en o
x—x, X=X,

Cette limite est appelée nombre dérivé de fa  Cette limite est appelée nombre dérivé de fa

gauche en x,. droite en x,.

Soit f une fonction et (€) sa courbe représentative. (N
Si f est dérivable & gauche (respectivement droite) en x,, alors (€ ) \%

admet une demi-tangente G gauche (respectivement a droite) au point Rxg)

d’abscisse x,, dont le coefficient directeur est Je nombre dérivé de f a ol
gauche (respectivement a droite) en X,

Ol %

Exemples
® Soit fla fonction définie sur [0; + oo par flx) = x2 et [‘8)3 sa courbe
représentative.
Ona: lim )_‘[x_]—_j@ = lim —xi=0.
x—=0 *—0 x—=0 X
> >

Donc [‘Gf) admet une demi-tangente & droite au point O, de coefficient
directeur 0.
glx) =x%, sl xe J—o; 1]

* Soit g la fonction définie par { et (€ gJ sa courbe représentative.

90 =L, si xe 115 4oo]
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Ona: lim ‘M:Iim xi-1

= Himi(x+1) =2

xo>1 Xx=1 =1 X¥—1 x5
< < < J A
Donc (46 g] admet une demi-tangente a gauche au point AG), de : (€,)
coefficient directeur 2. :
() - g(1) =1 57
Ona:limuzlim . = lim —l)=-—1. / l \
x—=1 xr—1 x—>1 X£— S e X

> > >

Donc (%) admet une demi-tangente a droite au point A, de coefficient directeur — 1.

. ; . hx) =x*— 1,51 x €} ;1]
¢ Soit h la fonction définie par { 9
hix)=2-£,si x €]1; +oo

et (€;,) sa courbe représentative.
h(x) — R(1)

x—-1

T i
= lim
1 £—

<

=lim (x+ 1) = 2.
x—=1

On a: lim
x—1

<

<

Donc (€,) admet une demi-tangente & gauche au point I, de coef-
ficient directeur 2.

h(x) — k(1)

x—1

= lim

Ona: lim
x—1

>

Dongc (€;) admet une demi-tangente a droite au point I, de coefficient directeur 2.

On remarque que : lim M = lim M = 2.
xo1 X-—1 x>1 Xx-—1
< >
Donc : lim M_-r;"—ilﬁ = 2 ; la fonction h est dérivable en 1, h’(1) = 2 et (6;) admet au point I une
x—1 =5

tangente de coefficient directeur 2.

Propriété '
Une fonction fest dérivable en x, si et seulement si elle est dérivable a gauche et 4 droite en x, et les
nombres dérivés a gauche et a droite sont égaux.

mmmmsmm Demi-tangente paralléle & 'axe des ordonnées

Le repere (O, 1, J) est orthonormé.

Soit fla fonction définie par f{x) = \rx et () sa courbe représentative.
—flo [ S
Ona: lim M:lim o B e, M / (8
ro0 X—0 x—=0 x=0/x /

>

> >

Donc fn'est pas dérivable a droite en 0.

(€)

Interprétation graphique

Soit g la fonction définie sur R, par glx) = x% et (I') sa courbe
représentative. Les courbes (€) et (I') sont symétriques par rapport
a la premiére bissectrice (A). 4

De plus, (I') admet [OI) pour demi-tangente au point O ;

donc, par symétrie, (€) admet [O]) pour demi-tangente au point O.

Plus généralement, soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme la ; x;] ou [x, ; b[.

Si j{—x) —fxy)
x—x,

admet une demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées au point d'abscisse x,

admet une limite infinie 4 gauche ou a droite en x,, alors la courbe représentative de f
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—1.3. Fonction dérivée

Soit fla fonction définie par fix) = x2 + 1 et X, un nombre réel.

P x) — flx,)
Pour tout nombre réel x distinct de 5 ON 82 ﬂ—x_}_;(—o =X + X,
0

On en déduit que : lim }-w——ﬂfu—] = 2x,.
x—x, X=X

La fonction fest dérivable en tout élément xy de R et f7(x,) = 2x,,.
La fonction f~, définie par f(x) = 2x, est appelée fonction dérivée de la fonction £

Détinitions

Soit fune fonction. % i
* L'ensemble des nombres réels en lesquels fest dérivable est appelé ensemble de dérivabilité de f;
* La fonction x+~ f(x) est appelée dérivée (ou fonction dérivée) de f.
Exemple
Soit fla fonction définie par: flx)=y2x—-1.0na: Df = [—é—; + eof.
fn'est pas dérivable en %, car il n'existe pas d'intervalle ouvert X tel que fest définie sur K et -;— e K.

Soit x; un nombre réel strictement supérieur a %
Mo =fle)  Jax—a-{7w -1 )
x-x, x—x,
(2x—1) ~ (2x, - 1)
e-x) W2x -1+ 21, — 1)
2
V2.74:—1-f-,,2.1:0---1

Ona:Vxe ]%;+oo[\{x0},

x) — flx, 1
Donc:limﬂ] ﬂo): - A
Sty Xl V2xy -1
La fonction fest dérivable en tout élément x, de ]—;— i+oo[ et f ) = —1-_—
v2x, =1

. b ; Sl s . 1
fest donc dérivable sur | —;—; + oo et sa dérivée est la fonction f~ définie par: fllx) = ————.
yZx —1

. Travaux dirigés

mmmmmms Interprétation physique du nombre dérivé

Une noix de coco, située a 25 m du sol, se détache de son cocotier et tombe.
On désigne par x{(¢) la distance en métres parcourue par la noix de coco au bout de ¢ secondes de chute,

On a la relation : x{t) = % gt?, ou g = 9,81,

1°) Calculer la vitesse moyenne de la noix de coco entre les instants 0,5 et 1, puis entre les instants 1 et
1,5, puis entre les instants 1 et ¢ (£ = 1).

2°) On appelle vitesse instantanée de la noix de coco a I'instant ¢, la limite de sa vitesse maoyenne entre
les instants ¢, et ¢ lorsque ¢ tend vers tor

a) Calculer la vitesse instantanée de la noix de coco a l'instant 1.

b) Calculer en fonction de %, la vitesse instantanée de la noix de coco & l'instant Ly

¢) Démontrer que la vitesse instantanée de la noix de coco a I'instant ¢, est égale au nombre dérivé en i,
de la fonction ¢ — x(t). ;

3°) Quelle est la vitesse instantanée de la noix de coco a I'instant o1 elle touche le sol ?

248 Dérivation




Solution

1°) La vitesse moyenne de la noix de coco entre deux instants t, et t,, que nous noterons Uy, 5 ¢, St le
quotient de la distance parcourue par le temps écoulé.
xt,) —x(t)) 1

Donc : Vit s 1) = __.._t2 - =g (¢, + t,).
On en déduit que : Yos5:1) = % g x 1,5 ; c'est-a-dire : P51~ 7+36 m/s;
de méme : V15 = % g x 2,5 ; c'est-a-dire : .15 ~ 12,26 m/s.

1
Ona:vﬁzﬂz Eg{1+t].
2°) On désigne par v(ty) la vitesse instantanée de la noix de coco & l'instant ¢,
a)Ona:v(1) =lim % g1 +t)=g;donc:v(1)=9,81m/s.

s

b)On a: v(ty) = lim 1L

5 gty +1)=gt,
t—}tD

. x(t,) —x(t
c¢) Par définition, on a : v(ty) = lim Oy = lim -—M.
S tot, L=t _
Donc la vitesse instantanée de la noix de coco & I'instant ¢ est égale au nombre dérivé en t, de la fonc-

tion t — x(t).

3°) La noix de coco touche le sol a l'instant ¢ tel que : x() = 25.

IS | 50
B i = t= —.
On a ) gt- =25 = \
La vitesse instantanée de la noix de coco a l'arrivée au sol est v telle que :

¥

Fe
v:g\,;’ %) =y50g; donc:v=22,15 m/s.

ME X CICICeS B s s

1.0 Dans chacun des cas suivants, calculer le 1. Démontrer que la courbe représentative de la
nombre dérivé de la fonction fen x,, fonction fadmet deux demi-tangentes au point
d'abscisse 0.

2. fest-elle dérivable en 0 7

o

a)fix—=xi-x, xy=1;
b)f:x%‘tLI K2 g

X — 1% ~0
clf:xm>2{x—1, x5=3. 1.d  On considére la fonction fdéfinie par :
flx) = [£% - 3x + 2].

1.b  Dans chacun des cas suivants, donner une 1. Tracer la courbe représentative (€) de f.
équation cartésienne de la tangente a la courbe 2. Etudier la dérivabilité de fen 1 et en 2.
représentative de £, en son point d'abscisse x;. 3. Tracer les demi-tangentes & (%) aux points
a)fix>x?—x, xy=1; : d'abscisses 1 et 2.

. x+1 e
b)f.xﬁ;-_—l, IO-Z,

l.e  On considére la fonction f définie par :
fla) =vx? - 3x + 2.
Démontrer que la courbe représentative de la
fonction fadmet, aux points d'abscisses 1 et 2,
deux demi-tangentes paralleles a 1a droite (QJ).

clf:x—>2{x—-1, x,=3.

1.c  On considére la fonction f définie par :
fix)=2x+1,5s1x <0
fle)=x?+1,six20"
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—2.1. Dérivées des fonctions ¢lémentaires

mmmmms Fonction f: x — k (k € R)
Soit x, un élément de R.

Ona:Vxe R\ {x,h M =0

X—x
x) — flx, %
Donc : lim M—"]:O.
x—ox, XX,

Q

La fonction f:x+> k est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f’: x> 0.

mmmmmss Fonction f: x — x
Soit x, un élément de R.

Ona:Vvxe R\ {xghs M =1

x—.lo
X)) —Jlx
Donc : lim f-[]—j:(—o]-—-l
X —=x, x—xo

La fonction f:x+> x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f’:x > 1.

mmmmmm Fonction f: x > x2

Soit X, un élément de R,
- 2
Ona:Vxe R\ {x,} fx) }‘{xo]= *o =X+ X,
K=, e —ky
Donc . Ijm M =
x—x, X=X,

-
Propriété ,
La fonction f:x+> 22 est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction flixe 2x

mmmmmm= Fonction f: x — %

Soit X, un élément de R*.

x) — flx x x
Ona:VxeR*\{xD},ﬂ) ﬁo): P~ e
X —x, E-x X
Donc : lim M=_—%_
x=x, X=X, X, ‘

La fonction f: x> % est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction [’ :xrs — ;13
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mmmmmm Fonction f:x— |x

fn’est pas dérivable en 0, car il n’existe pas d'intervalle ouvert K tel que fest définiesur Ket 0 € K.
Soit x, un élément de R*.

f[x) "’ﬂxg) N x A *'x() 1,
Ona:Vxe R\ {x}, = = — = —.
] ) x—X x—-X5 x4z,
x) = Jlx, i
Donc : lim it fixy I
x-x, % 2%,

Propriété ;

La fonction f:x~ x est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction f’:x o
2y %,

smmmmss Fonction sinus et cosinus

« La fonction sinus est dérivable en 0 et a pour nombre dérivé 1.

. sinx
On a: lim =1.
xr— 0 X

« La fonction cosinus est dérivable en 0 et a pour nombre dérivé 0.
Ona:lim ©X-1_o
xr—0 X

Ces résultats ont été établis dans le chapiire 12 § 2.4.

Propriétés 2

» La fonction x> sin x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x— cos x.
« La fonction x~> cos x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x> - sin x.

Démonstration guidée

Soit x, un élément de R. Pour tout nombre réel x, on pose : h=x—x,

sinx—sinx, cosh-1 sin h

————— =sinx, + COS X,
x—x, h h

» Démontrer que : Vx e R\ {x,},
. . sinx-—sinx,
¢ En déduire que : lim ————

= CO0s Xy
xsx, X%

i . . COS X —COS X, .
¢ Démontrer de maniére analogue que : lim ——————— =-sin x,,
x5y X —Xx,

x99 Dérivées et opérations sur les fonctions

Soit u, v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K et u’, v” leurs dérivées respectives.

mmmmmm Dérivée de la somme de deux fonctions dérivables

Soit x; un élément de K.
e (u + v)lx) — (u + v)(x,) i ulx) — ulx,) 4 v(x) — v(xg)'

x—x X=X, =i
Or : lim M =u'(x,) et lim M =0(Es);
x = x, it x—x )
Donc : lim ot v)[xi —iu i w(xg) + v'lxg) = (@ + 7))
X =X B ]

0
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Propriété
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K.
La fonction u + v est dérivable sur K etona:(u+v)=u +v.

Exemple

Soit fla fonction définie par : fix) = % —%
On pose : u(x) = x% et v(x) = 1_1— sona:uw(x)=2x et v'x)=—-L .

fest dérivable sur chacun des intervalles - e ; O et ]0 ; + [, donc sur R*, et sa dérivée est la fonction

f* définie par : f(x) = 2x - % :

mwmmmm  Dérivée du produit de deux fonctions dérivables
Soit x, un élément de K.

Ona:VxeK\ [x), (u v)(x) - (u v)(x,) _ ulx) vl@) = ulxy) vlx,)

X ~x, £=x,
» u(x) v(x) — u(x,) vlx) + u(x,) vlx) — u(x,) v(x,)
- x—x,
u(x) — ulx,) v(x) — v(x,)
= B4l X —x, =+ ulxy) _x“—x—oo
Or: chifx:f%-‘:si]z uwlx,) et ii?xov[_‘x-;);:-:_[(]x{)) =v(x,)

De plus, la fonction v, dérivable en X, est continue en X, ; on en déduit que : lim v(x) = v(x,).

Donc : chigleu ”H“‘z:: 2 pe e i) + uleg) v'lxg) = (v + ur’)(xy).
Propriété

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K.
La fonction u v est dérivable sur K etona:(ue)y=vwov+ur.

‘ as particuliers

* Si v est la fonction définie par v(x) = I (k ¢ R}, ona:v'x) = 0.
On en déduit que : (ku)' =k u’.

°*Siu=v,ona:u =y,

On en déduit que : (u?)’ = 2u’y.

Exemples

* Soit fla fonction définie par : f{x) = x2 cos «.

On pose : u(x) = x2 et v(x) = cos x iona:u(x) =2x et v'(x) =~ sin x.

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction £ définie par : £(x) = 2x cos x — 42 sin x.
* Soit g la fonction définie par : glx) = 5x2, :

On pose : u(x) =x%;0na: u'(x) = 2x.

g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g’ définie par : g'(x) = 10x.

* Soit h la fonction définie par : A(x) = sin? «.

On pose : u(x) =sinx:ona: u'(x) = cos x.

h est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction &’ définie par: A'(x) = 2 sin x cos x.
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mmmmmm Dérivée de la puissance d’une fonction dérivable

On sait que : (©?)’ = 2v'w.

On en déduit que : Puis : Puis :
) = (i) EEF o =[Sy @) = (utu)
= () 'u + vu’ = (u®)'u + uSuw =Wy + utw
= 2w'uu + vy’ = (3u'u?u + viu’ = (dwudu + v
= 3u’u’. = 4uw'ud. = 5u’'u’.

On con]ecture que, pour tout nombre entier n supérieur ou égal & 2, ona: (W) =nuu?~ 1
Or,sik>2 et (W) =kwuF—1, alorson a: (u*+1) = (uku)
= (W)Vu + uFu
=(kuw uF-Vu+uku
=(k + Du’ uF.
Donc la conjecture est vérifiée de proche en proche.

La méthode de démonstration précédente est appelée raisonnement par récurrence.
- Pour démontrer qu'une proposﬁmn P(n), qui concerne un nombre entier naturel n, est vraie
pour tout n supérieur ou égal 4 n;, on procede en deux étapes :
* on démontre que : P(n,) est vraie ; ;
* on démontre que : pour tout nombre entier k supérieur ou égal a n,, si P(k) est vraie
alors P(k + 1) est vraie.

Exemple
Dans la démonstration précédente, P(n) est la proposition : « (u®)' =nu’ ¢~ 1 ».
* On sait que : (u?)’ = 2u’u ; c'est-a-dire : P(2) est vraie.
s k étant un nombre entier supérieur ou égal a 2, on a démontré que :
si(uk) =k o uf-1, alors (Wr+1) = (k+ Duw uk;

c'est-a-dire : si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie.

Propriété ' :

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K et n un nombre entier supérieur ou égal a 2.
La fonction u” est dérivable sur Ketona: () =nuw u?-1.

Exemples

e Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 2 et fla fonction définie par : flx) =

On pose :ulx) =x;ona:ulx)=1

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f* définie par : f’(x) =n "~ L

¢ Soit g la fonction définie par : glx) = cos® x

On pose : u(x) =cosx;ona: u'(x) =—sinx.
=g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction ¢’ définie par : g'(x) = — 3 sin x cos® x

mmmmmmm Dérivée de l'inverse d’une fonction dérivable

On suppose que, pour tout x élément de K, v(x) est non nul. Soit x, un élément de K.
1 1
Lw- L)

1 v(x) — vlx,
Ona:Vxe K\ {x} . A (x) (o]_
X=Xy vlx) i) x-x,
W) . v
Or, v est continue et dérivable en x;. On en déduit que : lim =
x—x, X — X, . b [xo]
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Propriéte

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K tel que, pour tout x élément de K, v(x) = 0.

b
La fonction 1 est dérivable sur K et on a : ( —1—) = ——'—’-2-
&) {2} b3}
Exemples
° Soit fla fonction définie par : flx) :le_'_ 7

On pose : v(x)=x2+1:0na: v'(x) = 2x.

Jfest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f~ définie par : £(x) = — ( zle]z
x? +
* Soit g la fonction définie par: g(x) = —;1—
- VX

On pose : v(x) = /x:ona: v'(x) = A -

2)x 4
g est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction g’ définie par : g'(x) = — 1}._ ;

2xix

® Soit n un nombre entier supérieur ou égal & 2 et h la fonction définie par : h(x) = % .

Sur chacun des intervalles - ; 0] et 10 ; + oo[, la fonction x s x™ est dérivable et non nulle, donc la
fonction h est dérivable sur son ensemble de définition.
On pose:v(x)=x":0ona: vix)=nat-1,

h est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction i’ définie par : h’(x) = — -2

1’

mmmmmwm Dérivée du quotient de deux fonctions dérivables

On suppose que, pour tout x élément de K, v(x) est non nul.

Ona: % =ux 11’— ; u et v sont dérivables sur K, donc 1;— est dérivable sur K.

On déduit des propriétés précédentes que : (%) =u x-i— +UXx (1 ) = % -2 - Bo-ur

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K tel que, pour tout x élément de K, v(x) = 0.
o 1 x Uy _vv-w
La fonction - est dérivable sur K et on a : (F) 5
Exemples
1.—
2x2+1 °
On pose : u(x) =1 —x ot v(x)=2x2+1;0na: wWx)=~1 et v'(x) = 4x.

® Soit fla fonction définie par : flx) =

—_ - +1)-4x(1-x) 262—ax_1
0 déduit ) = =
S ey e (2x% +1)2 (222 +1)2
fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction / définie par: f’(x) =

2x%2 —4x 1

(2% + 1)2

* Soit la fonction tangente définie par: tan x = %E%.

Cette fonction est définie sur tout intervalle de la forme - —g— +kn ; % +knl (ke 7).

Sur chacun de ces intervalles, les fonctions sinus et cosinus sont dérivables et cos x est non nul, donc
la fonction tangente est dérivable. Calculons sa dérivée,

On pose : u(x) = sin x et v(x)=cosx;ona: u'(x) = cos x et v'(x) = — sin x.
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memmmm Dérivée de la racine carrée d’une fonction dérivable

On suppose que, pour tout x élément de K, u(x) est strictement positif. Soit x, un élément de K.

vul) = ule)  Jul) - ulx)

Ona:Vaxe K\ {x,

&— IO X—X
u(x) - ulx,) 1
- . X=X, \:u(x) + \lu(x[]j .
Done x o, T el S (x,)
. x=x X=X 2 g;u(xo] 2\';11 w

Proprieté ;

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert If tel que, pour tout x élément de X, u(x) > 0.

La fonction , u est dérivable sur K et on a : (V‘FI;) = i

2/ u

Exemples -
e Soit fla fonction définie par : flx) = Ja? + 1.
On pose : ulx) =x*> +1;o0na:u'(x) = 2x.

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction £ définie par : f’(x) = i

- \,'xz +1
* Soit g la fonction définie par : glx) =1 —x2

On pose : ulx) =1-x%;ona: u(x) =-2x

Pour tout x élément de l'intervalle |- 1 ; 1[, on a : u(x) > 0.
X

g est dérivable sur ]- 1 ; 1] et sa dérivée est la fonction g’ définie par : g'(x) = — — .
v 1 —Iz

mmmmmm Dérivée de la fonction x — ulax + b)

Soit u une fonction, a, b deux nombres réels tels que a # 0 et fla fonction définie par : flx) = u(ax + b).
On désigne par K’ l'intervalle ouvert, image réciproque de K par la fonction x— ax + b.

Soit x, un élément de K.

Ona:Vuxe KN\ {x,}, ) ~ fixo) = wlax + B) — iax, + )

x—x, x—x,
~ u(ax + b) — u(ax, + b) (ax + b) - (ax, + b)
- (ax + b) — (ax, + b) X —x,

ulax + b) — ulax, + b)

(ax + b) — (ax, + b)
Onpose:y=ax+b et y,=ax,+b.
u(ax + b) — ulax, + b)

uly) - u(yo]

Ona: li sl PO it Ve ne o B
_fog (ax + b) — (ax, + b) vou, H—t, (¥,) (ax, + b)

x) — fla)
On en déduit que : lim uﬁ_

x—>x X=X,

= au(ax, + b).

Propriéete

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K, x — ax + b (a # 0) une fonction affine et K’
I'image réciproque de K par cette fonction affine.

La fonction x~> u(ax + b) est dérivable sur K’ et sa dérivée est la fonction x— aw’(ax + b).
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Exemples

* Soit fla fonction définie par : fix) = cos (2x — -g'—).

On pose:ufx)=cosx,a=2 et h=— & ;ona: flx) = ulax + b) et u'(x) =—sin x.
fest dérivable sur R et sa dérivée est la i_”_onctior_l f~ définie par : f’(x) = — 2 sin (2x — %).

¢ Soit g la fonction définie par: g(x) =4 — 3x .

g est dérivable sur ]— e ; %[ et sa dérivée est la fonction g’ définie par: g'(x) =

.. Tableaux récapitulatifs

* Dérivées des fonctions élémentaires

-3
2/4 — 3x

e Dérivées et opérations sur les fonctions

r ] Ensemble de ! 1
‘_ f 5 dérivabilité s f
[ x—k el
{\ (ke R) x—0 R u+v u +v
ku ’
X—x x— 1 R (kER) ku
xn—>% xn—>—;12- R* uv vo+ur
X = x" -1 l _.2,.
(ne N*\{1}) | *—>nx" R v 7
1 % u u'v —uv’
1 x— Jx me R% = )
X — sin x X Cos X R B nu y*-1
(ne N*\{1})
X+ Cos x X —sin x R \.”u ;‘Lf
JUu
Lthanx x = 1+tan? x ﬂ@\{g—+kn,ke 7)) x—=u(ac+h) X~ au’ (ax + b)

Remarques

® On déduit des régles de dérivation ét,
polynémes et des fonctions rationnell

ablies au § 2.2. que les ensembles de dérivabilité des fonctions
es sont leurs ensembles de définition.

* 5il'ensemble de dérivabilité des fonctions u et v est leur ensemble de définition, il en est de méme des

fonctions figurant dans le tableau de

tel que : ufx)# 0

droite, a I'exception de la fonction | u qui est dérivable en tout x

WExercices B A A o A

2.0 1. Déterminer la dérivée de la fonction fdéfinie 2.c Dans chacun des cas suivants, préciser 'en-
par : flx) = cos? x. semble de dérivabilité de la fonction fet calcu-
2. Déterminer la dérivée de la fonction g définie ler sa dérivée.
par : g(x) = sin® x + cos? x. a)fix—>43-522~2;b)fr x> (B3 + 3x)(x*—3) ;
2-—-3x :
clfix— ;d) fx — x sindx.
2b  Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- il
ble de dérivabilité de 1 ti al
::Izér;vég dérivabilité de la fonction fet calculer 2.d Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-

semble de définition, 'ensemble de dérivabilité
de la fonction fet calculer sa dérivée. i
af:x—> (2 +2)V2 —x ; b)f: x> x(3 -x) ;
c)f:x— tan [2x+g] 3 d) f:x e sin 2x.

a)f:xr>x+sinx : blfix—xcosx :

x 3l
C)f'stinx

; d)f:xvstan? x.
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__3.1. Sens de variation d’une fonction

#

mmmmmsmm Introduction 2

Soit fune fonction croissante et dérivable sur un intervalle ouvert K, x, un élément de[-K.

S —firg)
T /

e Démontrer que : V x e K\ {xg},

* En déduire que : f'(x,) = 0.

Si une fonction est croissante et dérivable sur un intervalle ouvert, alors sa dérivée y est positive.
On admet que la réciproque est vraie et, plus généralement, le théoréme suivant.

Théoreme
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.
« fest croissante sur K si et seulement si f’ est positive sur K.

* fest décroissante sur K si et seulement si 1’ est négative sur K.
* fest constante sur K si et seulement si f° est nulle sur K.

Exemples

s Soit fla fonction définie par : flx) = 2% — 3x — 1.

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f~

définie par : f’(x) = 3x% — 3 = 3(x% - 1).

Ona: Vxel-«=;-1, flx)>0; ; :
Ve l-151k 0 of () =0 3 ) + g (" i

Vxell;+«[, f'lx)>0

f(x) /
Donc : fest croissante sur J— e ; =1[ ; / \_.3

fest décroissante sur |- 1 ; 1l ;

fest croissante sur |1 ; + eo[.

On en déduit le tableau de variation de £, que I'on compléte
en calculant : f-1) =1 et f1) =-3. .

e Soit ¢ la fonction définie par : glx) = 1? 5 N 0 i |

g est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction g* définie par :

gl =-=.
Ona:Vxel-e;0[ul0;+el, glx)<0. glx) \\

On en déduit que g est décroissante sur chacun des intervalles
l-oo; 00 et 105+l

B emarqgue

Si f* a un signe constant sur K et ne s’annule qu’en un nombre fini d’éléments de K, alors f est stricte-
ment monotone sur K.

!u
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mmmmms  Extremum relatif d’une fonction

La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction f
définie par: flx) = 2% — 3x - 1.
*Ona:Vxel-w;~1[ f'X)>0;

- 1l=a;
Vxel-1;1 f’'«)<o. ~ J+
On dit que f* s'annule et change de signe en —1. /\ I
fest croissante sur J- oo ; — 1[ ; donec, Vxe J—e;— 1[, flx) < f-1) : -1 \ i
fest décroissante sur ]~ 1 ; 1[ ;dong, Vxe |-1; 1], flx) < fl-1).

On en déduit que fadmet fi-1) pour maximum sur |- e i1l

On dit que fadmet un maximum relatif en —1.

* De méme, f* s'annule et change de signe en 1 ; fadmet un minimum
relatif en 1.

Plus généralement, on a la propriété suivante.

Propriété _
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle la ; b et X, un élément de la ; b[.
Sif’ s'annule et change de signe en Xp» alors fadmet un extremum relatif en e

x [ a Xy b x | a Xy b J
) + 0 = () - 0 -
M
E(x] / \ o \ nil/
f'admet un maximum relatif M en T S admet un minimum relatif m en 27

Exemple
La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction f
définie par : flx) = 3x% — 443 + 1.

Ona: =922 (w~1],
On obtient le tableau de variation suivant.

(T~ o 1 =
@ + i = [IJ 4 ]

| f ) T ; / | o |
La fonction £’ s'annule et change de signe en 1, donc la fonction f'admet un extremum relatif en 1.

Ona:Vxelo;1], f'x)<0:Vxe 11; + e[, ’(x) >0 ; donc cet extremum est un minimum.
La fonction f~ s'annule mais ne change pas de signe en 0 ; la fonction Jm'admet pas d'extremum relatif en 0.

8

—3.2.. Approximation d'une fonction par une fonction affine

mumms Infroduction

Soit fla fonction définie par flx) = — x? + 6x, (€6) sa courbe représentative, M, le point de (€) d'abscisse
1 et (T) la tangente a (%) en M,.

Pour tout nombre réel k, on désigne par M et N les points d'abscisse 1 + A, appartenant respectivement
a(€)eta(T).
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° yy; et yy désignant les ordonnées respectives des points )
M et N, vérifier que : yy, = A1 + h) et y=A1) +hf(2).
¢ Compléter le tableau suivant.

s 1 E

| R 1 | 05 | o1 [ 001 [ 0001 ] i -

Ym l L
| Un i /IO 11+n \

On constate que f{1) + h f*(1) est une bonne approximation de f{1 + h), lorsque h est « proche de 0 ».

Dong la fonction affine g : x = f{1) + (x — 1) £ (1) permet d'obtenir une bonne approximation de f{x)
lorsque x est « proche de 1 ».

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un élément de K.

Si f est dérivable en x,, alors, pour tout nombre réel & tel que x,+ h appartienta K, ona:
Sy + h) = flxg) + f(xg)h + h ¢(h), ot ¢ est une fonction telle que lim o(h) = 0.
h—0

Démonstration
h =
On pose : ¢(h) = M —f(xg).
On en déduit que : f(x, + h) = flxy) + f'(x)h + h o(h) et lim @(h) = f(x,) — f(x,) = 0.

h—0

Interprétation numérique

Cette propriété permet de déterminer une bonne approximation de f (x, + h), lorsque f’(x;) est non nul.
En effet, pour tout nombre réel h tel que x, + h appartient 4 K, on a :

flx, + k) = fix)) + hif (x,) + o(h)].

Lorsque h est « suffisamment proche de 0 », ¢(h) est « négligeable devant f(x,) ».
On a alors : flx, + h) = flx,) + f(xg)h ;

c'est-a-dire : flx) = flxy) + f'(x ) (x — x,), pour x « proche de Xt

Nous admettons que la fonction x> flxy) + f'(x,)(x — x;) est la meilleure approximation de la fonction
f par une fonction affine, lorsque x est « proche de x; ».

mmmmmmm Application au calcul numérique

1. Calculer une valeur approchée de s
(2,003)?

Soit f'la fonction définie par : flx) = ;—2
fest dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction £’ définie par : f’(x) = - % .
Pour des valeurs de h « proches de 0 », on a: fl2 + h) = f(2) + f(2)h.

En posant h = 0,003, on obtient : f{2,003) = 0,25 + (- 0,25)(0,003).

= 0,249 25.

(2,003)2

(Une calculatrice donne : =0,249 251 68....)

(2,003)?
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2. Donner la meilleure approximation affine de la fonction f:x— /1 +x pour x « proche de 0 » et en
déduire une valeur approchée de , 0,988,
1

2y1 +x
Pour .x « proche de 0 », on a : flx) = fl0) + £’(0)x ; clest-a-dire : {1 +x ~1 +% x.

Ona: \’rD,QBB = fl— 0,012) ; on en déduit que : \‘:0,9!738 =1 +%[— 0,012).

Donc : /0,988 = 0,994.

(Une calculatrice donne : | 0,988 = 0,993 981 89....)

—3+3.. Travaux dirigés

fest dérivable sur |- 1 ; + o[ et sa dérivée est la fonction /7’ définie par : f7(x) =

mmmmmm 1. Un probléme d’optimisation

Deux villages, A et B, sont situés sur une céte rectiligne, 4 4 km I'un de l'autre.

Un pécheur est en mer, sur sa pirogue, au point C situé a 1 km au large de B ; il veut se rendre en A le
plus rapidement possible.

On se propose de déterminer le point D de la céte ot le pécheur doit débarquer, sachant qu'il se dépla-
ce en mer a une vitesse de 4 ki/h et sur terre a une vitesse de 8 km/h.

1°) Démontrer que le point D appartient au segment [AB].
2°) On désigne par M un point du segment [AB] et par

x la distance BM, exprimée en km. c
a) Déterminer, en fonction de x, le temps ¢, exprimé en A
heures, mis par le pécheur pour effectuer le trajet CMA. 1 km M @
b) Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue. B‘Ié > .
3°) En déduire la position du point D et le temps de = 4 km =
parcours de C 4 A.
Solution
1°) D est un point de la cote, donc de la droite (AB). £
Soit M un point de (AB) n'appartenant pas au segment [AB].
On envisage deux cas. 3 : &,
* Si M appartient 4 la demi-droite [AB), alors le trajet CBA M B A
est plus rapide que le trajet CMA ; donc D # M. C
* Si M appartient 4 la demi-droite [BA), alors le trajet CA est *
plus rapide que le trajet CMA ; donc D = M.
D appartient donc au segment [AB]. B A M
2°) @) M appartient 4 [AB], donc: x e [0 ; 4].
Le temps mis par le pécheur pour parcourir CM, exprimé en heures, est : G%/I e 4+ 2.
De méme, le temps mis par le pécheur pour parcourir MA est : MS—A = 4;—"5 ;
e VX241 4-x
Onad_cn:lc.t_——4 e ;
" | x2 —
b) Etudions les variations sur [0 ; 4] de la fonction fdéfinie sur par: flx) =t = X+ s %—g.
festdérivable surR:ona:Vxe R, f’x) = LHRL LI % = m
4Vx? +1 8Vx? +1
Pour tout nombre réel :E_de I'intervalle [0 ; 4], on a : _
=0 & 2r—Vx¥31=0 F)<0 &  2x<ia®+1
o 4xl=x2+1 < 4x%<x?+1 (car x est positif)
e i i
e ® X<
Vi
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On démontre de méme que :

: . 3 3.

(xe[0,4]r:tf(x)>.ps](:h"3 <x<4. x 0 ‘«3 4

v - 4 + v : o, I
Deplus,j{ 3)— " ) (ll +
Ces résultats permettent de dresser le tableau de variation ci-contre.

;"_SP 4+)/3 flx) \4+\‘3/
3°)Ona:*—=0,577 et 8‘ =0,717. 8
Le pécheur doit donc débarquer au point D situé entre les villages A et B, 4 577 m de B.
Son temps de parcours est de 0,717 h, soit environ 43 mn.
smzmmmm 2. Comparaison de deux fonctions -
Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2.
On se propose de démontrer l'inégalité : Vxe R, (1 + tz1+nx (2).
On consideére la fonction fdéfinie sur R, par: flx) = (1 + 2" -1 - nx.
1°) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2°) En déduire I'inégalité (1).
Solution
1°)Ona: a
Ve RS, fiid=nl+aF 1-nznlll + x2=1=1], o L
x>0 =2 1+x>1 (%) +

= 1+x"~1>1

= f'x)>o0. flx)
De plus, f{0) = 0. On en déduit le tableau de variation ci-contre.
2°) fadmet 0 pour minimum sur R,, ce qui peut s'écrire : Vx € R,, flx) > 0.
On en déduit que: Vxe R, (1 +x)" =2 1 +nx

Bemargues

e L.'inégalité (1} est vraie aussi pourn=1.Donc :Vne N*etVxe R, (1+x* =2 1+nx.
» Cette propriété peut également se démontrer a I'aide d'un raisonnement par récurrence.

WE XCICICOS Boris /i AR A

3.0 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- b) Etudier les variations de la fonction x — sd(x).

semble de dérivabilité de la fonction f; calculer
sa dérivée et dresser son tableau de variation.
a)fix>—x2+3x-2 ; blfrx—xd-12 ;
c)fix—2xt—22-1 ; dif:x—>x®+4x

2. En déduire que l'aire d'un rectangle de péri-
métre constant est maximale lorsque ce rec-
tangle est un carré.

3.d  Donner la meilleure approximation affine de la
3.b  Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- fonction f: x > T35 pourx« proche de 0 ».
semble de dérivabilité de la fonction f, calculer En déduire une valeur approchée de OQDW :
sa dérivée et dresser son tableat;xc;e variation. comparer le résultat obtenu avec celui donné
dr—1 +7x+4 :
il Fows s b fixe S TATE par une calculatrice.
Ipee x-2 24 x+3
1 [ 2 _ - ; -
c)f:x—> wxz—-: s dfrx—ix® -1 3.e Dans chacun des cas suivants, utiliser une
v -4x

3. Soit ABCD un rectangle de périmétre p.
On désigne par x la longueur du cété AB.
1. a) Calculer, en fonction de x, l'aire s(x) du
rectangle ABCD.

approximation affine de fonction pour déter-
miner une valeur approchée de A, puis com-
parer le résultat obtenu avec celui donné par
une calculatrice.

a) A=,/250002 ; b)A=(0,99997)8
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Lot

On rappelle.que le plan est muni du repére (O, I, J).

_APPRENTISSAGE

Dérivation en x,

1 Dans chacun des cas suivants, calculer, en utili-
sant la définition, le nombre dérivé de la fonction fenx,.

a) flx) = - 322 + 4x + 5, e

B =2=3% 5 - 1,

c]ﬂx):ﬁ'z—l,x—l; f
x

o
=

djflx) = /2x + 5, x0=—§—.

2 Dans chacun des cas suivants, déterminer une

équation de la tangente  la courbe représentative de la

fonction fau point d'abscisse s

a)flx}=x®—3x—1, X,=—2;
| 1
b)ﬂx)=T, IU=§ ;
_2=3x S
Cjﬂ'r)_ 1__2: -to—ox

d) Ax) = 2x — 3 Xy = 21 /

3 Soit fla fonction définie par flx) = (x - 1)(2x - 3)
et (€) sa courbe représentative,
1. Démontrerque : Vhe R, A2 + h) =1 + 3k + 2h2,
2. En déduire que fest dérivable en 2 et calculer son
nombre dérivé en 2.
3. Déterminer une équation de la tangente (T) & (€) au
point d'abscisse 2.
4. Représenter (€) et (T) sur le méme graphique.

& Soit f1a fonction définie par flix) = 2=X o (€)
i’ g 3x+1
sa courbe représentative.
1. Démontrer que : "
8 7

Vhe R\{3 LA=3+R) =A 3]+24h-64'
2. En déduire que fest dérivable en — 3 et calculer son
nombre dérivé en — 3.
8. Déterminer une équation de la tangente (T) a (€) au
point d'abscisse — 3.
4. Représenter (€) et (T) sur le méme graphique.

5 soit fla fonction définie par :
flae) = (x + ) sin (ex).
1. Démontrer que :

fix) - A1)
1

YV x e R*\[1}, _"—z_n[x_{_%]w

m(x —1)
2. En déduire que f est dérivable en 1 et calculer son
nombre dérivé en 1.
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6 Soit fla fonction définie par flx) =x, x et (€) sa
courbe représentative. ’
1. Déterminer I'ensemble de définition de s
2. Calculer le nombre dérivé de fen 2 et donner une
équation de la tangente 4 (%) au point d'abscisse 2.
3. Calculer le nombre dérivé de fa droite en 0 et donner
une équation de la demi-tangente 4 (€) au point d'abs-
cisse 0.

7 La courbe ci-dessous est la représentation gra-
phique d'une fonction fd'ensemble de définition 1-2;2].

;__; !' 1
(IR
A MEEINE
| \ ‘
H1300 4 &
g amEil

1. a) fest-elle dérivable en L 14
b) fest-elle dérivable & gauche en 1 ? en 2 ?

2. On suppose que f est dérivable en —-3—, en—1,en0
et a droite en 1.

a) Déterminer graphiquement (1), 77(0} et le nombre
dérivé de fa droite en 1. -

b) Déterminer graphiquement le signe de f'(— %],

8 Soit f1a fonction définie par: flo) =x [x— &,
1. a) Etudier la continuité de fen 3.
b) Calculer le nombre dérivé de fa droite et 4 gauche en
3. fest-elle dérivable en 3 7
2. a) Etudier la continuité de fen 0.
b) Etudier la dérivabilité de fen 0.

9 Soit fla fonction définie par :
{f[x]:xz—l, s1 gl

flx) :"E—:—}, si x21.

1. Démontrer que fest continue en 1.

2. Etudier la dérivabilité de fen 1.

3. Déterminer une équation de la demi-tangente 2
gauche et une équation de la demi-tangente a droite 4 la
courbe représentative de fau point d'abscisse 1.

10 Soit f1a fonction définie par:
flx)=3—2x,six<0.
fX)=2x+3+ /x,six20.

1. Déterminer 'ensemble de définition de A

2. Démontrer que la courbe représentative de [ admet
une demi-tangente 4 gauche et une demi-tangente 4
droite au point d'abscisse 0.

Déterminer une équation de chacune de ces demi-tan-
gentes.




Calculs de dérivées

11 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer
sa fonction dérivée.
aflx)=—x>+3x+1 ; Bflx)= —+2x2+3x

¢) flx) = (222 + 5)3 ; d)flx) = 212 +1)(3x — 1)2

12 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer
sa fonctlon dérivée.

a) flx) = b) flx) = -

13 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivahilité de la fonction f, puis déterminer
sa fonction dérivée,
a) flx)=,2x -3
) fi=22+1+,x

Bx4 2 -
3x+4° C)ﬂ)_x+3'

x+1'

: b)f[x)—Zx\xz +1;
3 dlflx) =
14 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-

semble de dérivabilité de la fonction £, puis déterminer
sa fonction dérivée.

\Zx

a) flx) = (— x) cos (2x + —3 b) flx) = (sin® x) tan x ;
15 Soit fla fonction définie par : flx) = x—z‘.;_+31 :

Préciser 'ensemble de dérivabilité de f, puis déterminer
sa fonction dérivée.

16 Déterminer la fonction polynéme du second
degré ftelle que: fl0) =4, f’(0) =3 et f{1) = 3.

17 Soit a et b deux nombres réels. On considére

la fonction fdéfinie par : flx) = ax + b + ﬁ
1. Calculer les valeurs de a et b sachant que :
fl2)=2 et f7(2) =
2. Donner une équation cartésienne de la tangente au
point d'abscisse 2 de la courbe représentative de f.

X—1
(x% +1)%
1. Préciser l'ensemble de dérivabilité de f, puis déter-
miner sa fonction dérivée.
2. Calculer les nombres dérivés de fen— 1,0, 1 et 2.
3. Déterminer des équations des tangentes & la courbe
représentative de faux points d'abscisses respectives — 1,
0,1et2.

18 Soit fla fonction définie par : flx) =

19 soit fla fonction définie par flx) =+v4 —x® et
(6) sa courbe représentative.
1. Démontrer que (%) est un demi-cercle de centre O,
dont on déterminera le rayon. Tracer (€).
2. Préciser l'ensemble de dérivabilité de f, puis déter-
miner sa fonction dérivée.
3. Soit x, un nombre réel de l'intervalle |- 2 ; 2[.
a) Déterminer, en fonction de x;, une équation de la
tangente (T) & (6) au point M, d'abscisse x;.
b) Vérifier que : (T) L (OM,).

X et (€)

sa courbe représentative.
1. Préciser l'ensemble de dérivabilité de f, puis déter-
miner sa fonction dérivée.

2. a) Déterminer une équation de la tangente a (€) au
point d'abscisse — 1.

b) Déterminer les points de (6) ol la tangente est paral-
lele a la tangente au point d'abscisse — 1.

3. Démontrer que, pour tout nombre réel strictement
négatif m, il existe deux points de (€) oi1 la tangente a
pour coefficient directeur m.

Applications de la dérivation

21 La courbe ci-contre est la
représentation graphique d'une
fonction f d'ensemble de définition :
~5;4l SR AIIER I
On suppose que fest dérivable sur 4 A/
-5 ;4L F
1. Déterminer le 51gne de f sur chacun des mtezvalles
-5;-3L1-3;—-1[]-1;1[]1;3[et]3;4[

2. Dresser le tableau de variation de f.

3
oL 1

-
4

22 Dans chacun des cas suivants :
e préciser l'ensemble de dérivabilité de la fonction f;
» déterminer la dérivée de fet étudier son signe ;
e dresser le tableau de variation de f.

a)flx)=x%+1 : b)f[x]:x3+3x2+1

e}f[x]=\2—3x f}f{x]:x——\x.
23 Dans chacun des cas suivants :

e préciser 'ensemble de dérivabilité de la fonction f;

o déterminer la dérivée de fet étudier son signe sur I'in-

tervalle K ;

e dresser le tableau de variation de fsur K.

a}j{x):cos(%—z.r) et K=]0;nl;

b) fix)=sinfx+cosx et K=]-mn;nl;
_1-—-3cos Jx C1n .

¢) flx) = cos 3x —2 K=]o;nl

24 Dans chacun des cas suivants, utiliser une
approximation affine de fonction pout déterminer une
valeur approchée de A, puis comparer le résultat obte-
nu avec celui donné par une calculatrice.

5 s U R,
) A=(20002° ; BA=gores
o Ay 00NN ; d) A =sin (0,002).

(1,0001)2

25 On dispose d'une feuille de carton carrée de
coté 100 cm. Aux quatre coins de cette feuille, on
découpe un carré de coté x cm puis on plie le morceau
restant pour obtenir une boite sans couvercle.

On désigne par V(x) le volume de cette boite, exprimé
en cm®.

\
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1. a) Préciser 'ensemble des valeurs possibles de x.

b) Démontrer que : V(x) = x (100 — 2x)2,

2. Etudier le sens de variation de la fonction V ainsi
obtenue et dresser son tableau de variation.

3. En déduire la valeur de x pour laquelle le volume de
la boite est maximum. Calculer ce volume maximum.

APPROFONDISSEMENT

26 Soit a et b deux nombres réels. On considére

2

la fonction f définie par : flx) = 35 sapth "
e

Déterminer a et b pour que la représentation graphique

de f:

0
°® passe par A Nk

* admette en A une tangente d'équation y = 4x + 3.

27 Soit a un nombre réel. On considére la fonc-
tion fdéfinie par : flx) = 223 + ax? + 3.
1. Déterminer a pour que la représentation graphique
de fadmette au point d'abscisse 1 une tangente paralle-
le & l'axe des abscisses.
2. Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue et
préciser ses extremums.

28 soit a, b et ¢ trois nombres réels. On considére
2
la fonction f définie par: flx) = "i‘x—"'b
cx? +1
Déterminer a, b et ¢ pour que la fonction fadmette un
extremum en — 2 et un extremum, égal 4 2, en 0.

29 Soit a, b et ¢ trois nombres réels. On considére
ax? +bx +c

X =2 ’
Déterminer a, b et ¢ pour que la représentation gra-
phique de f:
® admette au point d'abscisse 0 une tangente parallele
& l'axe des abscisses ;
° coupe (I), courbe représentative de la fonction
x+>—2x% +x + 5, au point d'abscisse 1 et admette en ce
point la méme tangente que (I).
On dit que les courbes (€) et (T') sont tangentes au point
d’abscisse 1. §

la fonction f définie par : flx) =

30 Un nombre réel o est appelé racine double d'un
polynéme P si et seulement si il existe un polynéme Q tel
que, pour tout nombre réel x, on a : Plx) = (x - o) Qlx).
Soit P une fonction polynéne et ¢ un nombre réel.

On désigne par P’ la fonction dérivée de P.

1. Démontrer que P’ est une fonction polynéme.
2. On suppose que a est une racine double de P.
Démontrer que o est une racine de P’

3. On suppose que ¢ est une racine de P et de P,
Démontrer que o est une racine double de P.

) 311 Soit f; la fonction définie par:fi(x) =x—sinx.
aj Etudier le sens de variation de /i sur R
b) Calculer £1(0) ; en déduire que, pour tout nombre réel
positif x, on a : sinx < x. 5
2. Soit f, la fonction définie par :fle) =1- £ - cosx.
a) Déduire de la question précédente le sens de varia-
tion de f, sur R,.
b) Calculer £,(0) ; en déduire que, pour tout nombre réel x,

)

onazl—fz— < cosx.
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3. Soit £ la fonction définie par: fi(x) = x - %i — sinx.
a) Déduire de la question précédente le sens de varia-
tion de f; sur R.
b) Calculer /3(0) ; en déduire que, pour tout nombre réel
positif x, ona : x — 3 < sinx.
4. Soit f} la fonctign définie par :

= xe
fS{IJ =1- -2—+ "2'-4——(3051'.
a) Déduire de la question précédente le sens de varia-
tion de f, sur R,.
b) Calculer £,(0) ; en déduire que, pour tout nombre réel x,

ona:cosxs1-— —2“+ 2
Application
Déduire des questions 1.b), 2.b), 3.b) et 4.bh} un encadre-

ment de sin (%) et un encadrement de cos ( %)

32 Soit u une fonction définie sur un intervalle
ouvert K et x; un élément de K. On suppose qu'il exis-
te un nombre réel a et une fonction ¢ telle que, pour
tout nombre réel h tel que x;, + h appartient 4 1, on a :
ulxy + h) = ulx,) + ah + ho(h) et }zimatp(h] =0.

—

1. Démontrer que u est dérivable en x, et déterminer
son nombre dérivé en x,,.

2. Soit v une nouvelle fonction définie sur I. On suppose
qu'il existe un nombre réel b et une fonction ¥ telle que,
pour tout nombre réel h tel que x, + h appartient 4 I, on a :
vlx, + k) = v(x,) + bh + hy(h) et Egﬂx(h] =0.

a) Démontrer que la fonction uv est dérivable en X,
b) Déterminer le nombre dérivé de uv en X

33 soit fla fonction définie par : flx) = % xZ
On suppose que le repére (O, 1, ]) est orthonormé ; on
désigne par () la courbe représentative de fet par (%)
la droite d’équation y = — 1.
Soit x, un nombre réel et M, le point de (%) d'abscisse %,
1. Déterminer, en fonction de x,, une équation de la
tangente (T,) & (€) en M,
2. Soit Hy le projeté orthogonal de M, sur (%).
a) Démontrer que Myl = MyH,, puis que (Ty) est la
médiatrice du segment [JH,].
b) En déduire une construction géométrique simple de
M, et de (T,), connaissant H,.
Application
Construire géométriquement les points de (€) d'abs-
cisses respectives — 2 et 3, puis les tangentes a (€) en
ces points.

34 soit f1a fonction définie parflx) =—x®+3xr+1
et (€) sa courbe représentative.
Soit x, un nombre réel et M, le point de (€) d'abscisse 2 el
1. Démontrer que la tangente (T,) & (€) en M, a une
équatjon de la forme y = (- 3x,% + 3)e + 2% + 1,
2. a) Ecrire une équation dont les solutions sont les abs-
cisses des points d'intersection de (Ty) et ().
b) Démontrer que cette équation peut s'écrire :
(x— 2% + 2x,) = 0.
¢) En déduire que (T,) et (6) ont en général deux points
communs.
Dans quel cas (T,) et (€) n'ont-elles qu'un point com-
mun ?




4 Etudes de fonctions

Introduction

Dcrns les chapitres précédents, nous avons mis en place les notions
de limites et de dérivées. Nous allons maintenant compléter les
acquis de la classe de seconde et investir ces nouveaux outils dans
['étude et la représentation graphique de fonctions numériques.

1

= TREH [-rmrmmommre

3" :

1:R2p3 :

SR - '

2 o

: R H
Volume de liquide dans le récipient en fonction de sa hauteur.
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numeériques a variables réelles et le plan est
muni du repére (O, I, ]).

. Parité, périodicité

mmmmmmm Fonctions paires

On suppose que le repére (O, I, J) est orthogonal.

La courbe (%) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f'définie par : flx) = 2% — 1.

L'ensemble de définition de fest D tel que : D;= R.
Ona:Vxe Df,—xe Df

Nous dirons que D, st symétrique par rapport a zéro.
De plus : V x € Dy, fl- x) = flx).

On dit que fest une fonction paire.

. X 5 =X Fiaoais
Les points M(ﬂx]) et M ( f(—x]) sont symétriques par
rapport a l'axe des ordonnées.

L'axe des ordonnées est un axe de symétrie de (€).
Soit fune fonction d'ensemble de définition Dy A0 | e
On dit que la fonction f est paire si Dest symé- ﬁ"f-\-"-;---{----f-w
trique par rapport a zéro et pour tout x élément
de Dy, ona:fl-2) = fl.

SRR S

ol i =%

Le repere étant orthogonal, une fonction est paire si et seulement si I'axe des ordonnées est un axe de
symeéirie de sa courbe représentative.

Exdmples

* Les fonctions x+> k (ke R), x+> 2%, x> x| et x+> cosx sont des fonctions paires.

¢ La fonction £, définie par flx) = 3x* — 2x? + 1, est une fonction paire.
En effet son ensemble de définition R est symétrique par rapport & zéro et pour tout x élément de R, on a :
flex) =31 —2(-x)F +1

=3t —-2F a1

= flx).

e La fonction g, définie par g(x) = , n'est pas une fonctian paire.

1
(x—1)(x+3)
En effet son ensemble de définition R\{- 3 ; 1) n'est pas symétrique par rapport a zéro.

Remargue

Lorsqu'une fonction f, d’ensemble de définition Dy, est paire, il suffit de I'étudier sur I'ensemble D, R, .
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.
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memmmmm Fonctions impaires

Soit fune fonction d'ensemble de définition D,. M J

On dit que la fonction f est impaire si D, est /N“"Tf{x)

symétrique par rapport a zéro et pour tout x R N

élément de D, on a : fl-x) = - f). TR0 ~-\\,x/
) e ‘

Une fonction est impaire si et seulement si I'origine du repére est un centre de symétrie de sa courbe
représentative.

Exemples

e Les fonctions x = x, x— x°%, x— i— x+>sinx et x+> tan x sont des fonctions impaires.
x
-1 +1)
En effet son ensemble de définition R\{- 1 ; 1} est symétrique par rapport & zéro et pour tout x élément

¢ La fonction f; définie par flx) = , est une fonction impaire.

X
de R\{-1; s e e —
eR\{-1;1},ona:fl-x) e
S P
(e +1)x~-1)
=— flx). ‘
e La fonction g, définie par g(x) = m n'est pas une fonction paire.

En effet son ensemble de définition R\{- 3 ; 1} n'est pas symétrique par rapport a zéro.

Remarque

Lorsqu'une fonction f, d'ensemble de définition Dy, est impaire, il suffit de I'étudier sur I'ensemble Dy R,
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rapport a I'origine du repere.

mmmmmms Fonctlions périodiques

La courbe (%) ci-jointe est la représentation graphique de la fonction mantisse m,
définie par m(x) = x — E(x), ol E désigne la fonction partie entiére.
Soit D I'ensemble de définition de la fonction m.

e Déterminer D et vérifierque: Vxe D,x+1e D et x—-1€ D. L iaal at

e Démontrer que : V x € R, E(x + 1) = E(x) + 1. {

En déduire que : V x € D, m(x + 1) = m(x). //
On dit que m est périodique, de période 1. ¢ O‘I' i *

Soit t la translation de vecteur Ol
e Démontrer que : ¥V M e (), t(M) € (€). .
e En déduire que () est globalement invariante par la translation de vecteur OL

 Détinition
Soit fune fonction d'ensemble de définition D,.et p un nombre réel non nul.

On dit que fest périodique, de période p, si pour tout x élément de D, x — p et x + p appartiennent
aD; et flx+p) = flx).

Une fonction f est périodique, de période p, si et seulement si sa courbe représentative est globalement
S
invariante par la translation de vecteur pOL
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Exemples

® Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques, de période 27.
* La fonction tangente est périodique, de période n.

En effet, pour tout x élément de l'ensemble de définition D de cette fonction, x + T et x — & appartien-
nenta Detona:tan (x + ) = tan x. |
* La fonction f définie par flx) = sin (Bx - %) est périodique, de période ZTE :
En effet, pour tout x élément de R, x — ?'BE et x+ 2% appartiennent a R

etona:f(x+zTn)=sin(3(x+;-2-3’£)—%)=sin (3x—%)=ﬂx}.

Remargues .

® Si p est une période de f, alors k p (k € Z*) est aussi une période de f.

® Lorsqu'une fonction f, d’ensemble de définition D, est périodique de période p, il suffit de I'étudier sur

un ensemble de la forme D}r M [a ; a + p[. La courbe obtenue est ensuite complétée en utilisant les transla-
o >

tions de vecteurs pOl et — pOL

2. Eléments de symétrie

mummms  Axe de syméirie

On suppose que le repére (O, 1, ]) est orthogonal.

Soit f1la fonction définie par f{x) = — x% — 2x + 3 et (€) sa courbe représentative.

On se propose de démontrer que la droite (A), d'équation x = — 1, est un axe de symeétrie de (€).
17¢ méthode

Soit O’(—Ol) le point d'intersection de la droite (A) avec 'axe des abscisses.

Soit M un point du plan ; on désigne par (x_,} y)et (X, Y) ses coordonnées \“4

respectives dans les repéres (O, 1, ]) et (O, OI, O]). («©)/(a)
x=X-1

¢ Démontrer que : { i : 1
Sea 3/ 3 "\

* En déduire que : Me (4) & Y=-X2+4. / O'—>O\

e Vérifier que la fonction g:x+>—x% + 4 est paire. ol

e Conclure.

2¢ méthode

* Démontrer que, pour tout nombre réel htel que —1 + h e Dy,
ona:—1-he Df et A—1+h) =f~1-h).
¢ Conclure.

Soit fune fonction et (€) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthogonal (O, L, J).

Pour démontrer que la droite (A) d'équation x = a est un axe de symétrie de (€), on peut utiliser

I'un des procédés suivants.

* Démontrer que, dans le repére (07, OL OJ) avec ‘O(g) (€) est
* lareprésentation graphique d'une fonction paire. \ /

* Démontrer que pour tout nombre réel & tel que a + h e Dy,

ona:a-he D, et fla—h)=fla+h)
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memmms Cenire de syméirie

?é et (€) sa courbe représentative.

Soit fla fonction définie par flx) = i:
On se propose de démontrer que le point O(i) est un centre de symétrie de (6).

17¢ méthode

Soit M un point du plan ; on désigne par (x, y) et (X, Y) ses
> >

coordonnées respectives dans les reperes (O, L, ]) et (O, OL QJ).

=X +2 « :
e Démontrer que : { * o 5F i . —(—Q'_’___O_il:r ___________
y=Y+1 J Ool—""

* En déduire que : M € (€) @Y=—1i. ol | .

e Vérifier que la fonction g:x— —% est impaire. '

» Conclure.

2¢ méthode (6) '

* Démontrer que, pour tout nombre réel htel que 2 + he Dy, o .

cngco e by o PR, L

2

d : :
s
* Conclure. 2+h Ol | / 2-h

Soit fune fonction et (€) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthogonal (O, L, J).
Pour démontrer que le point O’-(g)_ est un centre de symétrie de (€}, on peut utiliser I'un des pro-
cédés suivants. =

. L%
e Démontrer que, dans le repere (O, O, Of), (€} est la repré-
sentation graphique d'une fonction impaire.
» Démontrer que pour tout nombre réel h tel que a + h e D,

dashl o ohl

-ona:a—heDf et = 5 b.

. Notion d’asymptote

mmmmmmm Asymptotes paralléles aux axes du repére

La courbe (%) ci-contre est la représentation graphique de la fonction f définie par : fix) = %—2-
°*Ona:limflx) =-1.
X +eo

Soit (A) la droite d'équation y = — 1.
Pour tout nombre réel x distinct de >, on désigne par M et N les JT
points d'abscisse x appartenant respectivement a (€) et a (A). 3

— i 2
Ona: NM=flx) +1;donc: lim NM =0. o) *

X— +oo /l i

On dit que la droite (A) est asymptote & la courbe (€). {Z)'_——:

*Ona:lim_flx)=-—e.
x— 5
B 3
On dit que la droite (A’), d'équation x = =
2
courbe (6).

(A%

, est asymptote a la
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Soit fune fonction et (‘€) sa courbe représentative.
* Lorsque f'a une limite finie I en + o Ou en — o, on dit que la droite d'équation y =1 est asymp-
tote a la courbe (€). .

* Lorsque fa une limite infinie 3 droite ou a gauche en Xy, on dit que la droite d'équation x = x, est
asymptote a la courbe ().

Exemples
La courbe (%) ci-contre est la representation graphique
de la fonction fdéfinie par : flx) = xl;rz
°*Ona: lim flx) = 1 et lim flx) =~ 1. (4) |
X = +eo X —oo J p i eiie——
Les droites (A) et (A”), d'équations respectives (Ah O |/

Y=1 et y=-1, sont donc asymptotes a (¥4). =1
*Ona:lim flx) = — oo, \ (€)
x>0

L'axe des ordonnées est donc asymptote a (%€).

mEmmmm Asymptotes obliques

La courbe (%) ci-contre est 1a représezentation graphique

de la fonction £ définie par: flx) =% :23
; & 2o R

Ona.f[x] (I+2]—?-_—2 ?‘_—z—x_z.

On en déduit que : lim flx) - (x + 2)] = 0.

X+ oo

Soit (A) la droite d'équation y=x+ 2,

Pour tout nombre réel distinct de 2, on désigne par M
et N les points d'abscisse x appartenant respective-
ment a (€) et & (A).

Ona: N_Mzﬂx)—[x+2];donc: lim NM = 0.

X =3 + oo

On dit que la droite (A) est asymptote 4 la courbe ().

Détinition -
Soit fune fonction et (€) sa courbe représentative,

Lorsqu'il existe une fonction affine x> ax + b, telle que la fonction x — flx) - (ax + b) a pour limite
Oen +ec ouen - o, on dit que la droite d'équation Y=ax+b estasymptote a la courbe (€).

-

[ ]
® Une courbe d’équation Y=ax+b+g(x), o1 g est une fonction de limite nulle en + o ou en — oo, admet
la droite d’équation Y = ax + b pour asymptote,




Exemples

La courbe (%) ci-contre est la représentation .
graphique de la fonction fdéfinie par : )
2-x+1 il ‘

= —_— 2. '

flx) e 2 (A"
—x-3+—. (A)
Dong, lim [flx) - (x—3)]1=0.
X — 4o

La droite (A), d'équation y = x — 3, est asymptote & (6).
De plus,ona:Vxe R*, flx)—(x—3)>0;donc, (€) est « au-dessus » de (A) sur R%.
) L. _xt-x+1 B 1
e Ona:Vuxe R%, ﬂx]_T rd=m-1e 2
Done, lim [flx) - (~x—-1)] = 0.
X ——oo
La droite (A"), d'équation y = —x — 1, est asymptote a (€).
Deplus,ona:Vxe R* flx) - (-x-1)>0; donc, (%) est « au-dessus » de (A’) sur R*.

%%E X T CICeS Botr s i o AR o o A

1.0 Dans chacun des cas suivants, étudier la parité “1.d Démontrer que la droite d'équation x = — 1 est
de la fonction f. un axe de symétrie pour la courbe représentati-
alf:x—x"(rneN*) ; blifix—-2; ve de la fonction f: x+— x* + 4x° + 627 + 4x +3.

+
C)fitzLz  dfiee XL g
- i / 1l.e  Démontrer que le point Q 5 | est un centre de

1.b  Dans chacun des cas suivants, démontrer que symétrie pour la courbe représentative de la

la fonction fest périodique, de période p. fonction f: x ‘
x—1

a)f:x—sin?x,p=1n :

b)f: x> cos? [%], p=2m 1.f ' Déterminer deux asymptotes a la courbe repré-

sentative de la fonction f: x> 2x + 3 — 3
1.c Dans chacun des cas suivants, donner trois x+2

BanadEEms.a g)nctionf. 5 0B 1 .g - Démontrer que la droite (A) d'éguation y = 2x + 5
gl e {E) B (73:] ’ est asymptote a la courbe représentative de la
c)f:x-—asin{5x+%] ; d)f:x—> cos [—4.1:—%—]. T 2x2:_3§— 1_
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_Fonctions polyn omes, fonctions
‘rationnelles

2.1 Etudes de fonctions polynémes

Etude de la fonction f: x — —lz.vc2 + 2x

Ensemble de définition
La fonction fest un polynéme ; elle est donc définie et continue en tout élément de R.
Dérivée et sens de variation
La fonction fest un polynome, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction flix—=—x+2,
Ona: f’(2)=0;
f’x) >0 & x<2;donc, fest croissante sur |- ; 2[ ;
f’lx) <0 & x> 2;dong, fest décroissante sur ]2 ; + oof.
Etude aux bornes de I'ensemble de définition
Ona: lim flx) = lim (—%xQ) =—co et lim flx) = lim (—%-xz) =—oo,

X —o0 X ——= X -+ oo X =+ o0
Tableau de variation Courbe représentative
X — oo 2 + oo
T e
/() + 0 -
.'j?. a o i - . {f)
fx) / A
. / \ - /
O | |
Table de valeurs \
& [=3| 1L 28|45 // \\
5 3 3 5

La courbe représentative de la fonction f est une parabole. Le point de coordonnées (2, 2) est le sommet
de cette parabole et la droite d’équation x = 2 est son axe de symeétrie.

# 3
mmmmmm Etude de la fonction g : x — %— x24]

Ensemble de définition

La fonction g est un polynome ; elle est donc définie et continue en tout élément de [R.

Dérivée et sens de variation

La fonction g est un polynéme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction 9’ ix—x?-2x.

Ona:VxeR, g(x) =x(x-2)

Ainsi: Vxe J-eo;0[ U2 ;+ 0o, g'(x) > 0 ; done, g est croissante sur chacun des intervalles |- oo ; O et ]2 ; + o[,
Vxe ]0;2[, gx) <0; donc, g est décroissante sur I'intervalle lo;2[.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition

3 3
Ona: lim g(x) = lim % =—c0 et lim g(x) = lim % =+ oo,

X-—>—co X—>—c X+ X+
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Tableau de variation Courbe représentative
X — o 0 2 + o i i £ ’
g'(x) + €|) g I
i €]
gl | / ‘ \ /
l Z Nlo
ANERS
Table de valeurs /l o |1
x -1 0 1 2 3 I
|
1 1 1 1 ..... - = P |
glx) =5 i d = | =5 4 : |

La figure suggére et on démontre que le point Q de coordonnées (1, %) est centre de symétrie de la courbe.

mmmmmm Etude de la fonction i : x — — &3

Ensemble de définition
La fonction h est un polynéme ; elle est donc définie et continue en tout élément de R.

Ensemble d’étude
On remarque que : V x € R, h(-x) = h(x)

=

Donc h est une fonction impaire et l'origine du repére est un centre de symétrie de sa courbe représen-
tative. On peut restreindre 1’étude de cette fonction a R,.

Dérivée et sens de variation
La fonction h est un polynéme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction b’ : x+—— 3x%—1.
Ona: Vxe R, R (x)<0; donc h est décroissante sur R, .

Etude aux bornes de [0 ; + = COHI‘I)(; représentative
On a: lim A(x) = lim — x% = — e
X =)+ oo X —>+ oo . \ —
Tableau de variation \
x 0 + =0 (€ \
R (x) = ) N J

hix) e . oNT T

| ki \

Table de }_raIem's \
X 0 1 2

glx) 0 -2 | =10 \

Pour étudier une fonction £, en I'absence de consignes particuliéres, on peut adopter le plan suivant.
o Déterminer l'ensemble de définition et étudier la continuité de fen tout point de cet ensemble.
* Signaler la parité ou la périodicité éventuelles de fet en déduire une réduction de l'ensemble d'étude.
| o Déterminer lensemble de dérivabilité de f; calculer sa dérivée et en déduire le sens de variation de f.
« Yitudier le comportement de faux bomes de Iensemble détude et en déduire les éventuelles asymptotes.
. Regrouper les résultats ainsi obtenus dans un tableau de variation .
e Tracer la courbe représentatwe de f aprés avoir eventueﬂement dressé une table de valeurs

Etudes de fonctions 273




e,

. Etudes de fonctions rationnelles

: . g 2x-4
mmmmmm  Etude de la fonction /: x — 53

Ensemble de définition

Ona:D=R\{31

La fonction fest une fonction rationnelle ; elle est donc continue en tout élément de Dy
Dérivée et sens de variation

La fonction f'est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur Dy
2

(2x—-3)%

Ona:Vxe Dy, f7(x) > 0. Donc, fest décroissante sur ]—oo ;

et sa dérivée est la fonction f’: x>

[etsur]—g-;+oo[.

o

Etude aux bornes de I'ensemble de définition
Ona:limflx)=1 et lim flx) = 1.

X——oo X =+ o0
Donc, la droite d’équation y = 1 est asymptote 4 la courbe représentative de f.

Ona:lim_ Ax)=+- et lim flx) = — oo,
xa% x—>%

< =

Dong, la droite d’équation x =% est asymptote a la courbe représentative de f.

Tableau de variation Courbe représentative :
x | —o 3 + o0 | % 1 NI TT1 111
£ + + i | II’ 5
‘ + o0 1 , i = -
@ o T
Table de valeurs T L 17T (o
x ;—2 ~tlojale|sfa]F] INECERIEN R
J oy
8 6 4 2 4 6 NN N
Lx)|7g§zo§g7J C 1 [

La courbe représentative de la fonction f est une h yperbole. Le point d'intersection des asymptotes est son
centre de symétrie.

Vocabulaire

Les fonctions non constantes de la forme x+>

By ; ot ¢ # 0, sont appelées fonctions homographiques.

cx +d
Etude de la fonction gtre 1 x + 3 T

— Tl T |

Ensemble de définition

(@)l B Dg = R\ {~1}

La fonction g est une fonction rationnelle ; elle est donc continue en tout élément de D,.
Dérivée et sens de variation

La fonction g est une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur Dg et sa dérivée est la fonction
(x—1)(x+3)

(x+1)2
Ona:g'(1)=g(-3)=0.

g ix—
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Vxel-eo;—3[ull;+e[,g(x)>0; dong, g est croissante sur |- o ; — 3[ et sur ]1 ; + eo[.
Vxel-3;—-1[ul-1;1[, ¢'(x) < 0; donc, g est décroissante sur |- 3 ; — 1[ et sur |- 1 ; 1[.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition
2

; ¢ 5 2 5
limglx) =+ et limg(x) =—o. Deplus:lim —— =Ilim —— =
.‘c—};gm x—)-;—goc P x> —o X s X 1

Dong, la droite d’équation y :%x +3 st asymptote & la courbe représentative de g.

2
lim glx)=—c et lim glx)=+ e
xr—=-1 x—-1
< >

Dong, la droite d’équation x =— 1 est asymptote a la courbe représentative de g.

Tableau de variation Courbe représentative
x |=o -3 -1 1 +eo i ! {
T T |
gx) + 0 - - 0 + P
_I1 + oo l 4+ oo \ ttj // i
d| 2| % LR NI LT
e -_— 0 3 [ -
: Q| A
113
Table de valeurs Ol 1
T I
x |-5[-3|-2|0 |13 = \
fix) |-1,5| -1 [-1,5/3,5| 3 |35

La figure suggére et on démontre que Q(_ll), point d'intersection des asymptotes, est un centre de symé-
trie de la courbe.

2.3, Travaux dirigés

mmmmmm Résolution d’une équation par dichotomie

La courbe () ci-contre est la représentation graphique de la
fonction f définie par : f{x) =%.1t3 +x2-3x-5. / y ()
1°) Utiliser ce graphique pour conjecturer le nombre de solu- [ \

tions de I'équation f{x) = 0 et donner un encadrement a 1 prés de , \
chacune de ces solutions. }

2°) a) Démontrer qu'il existe un nombre réel c:tel que: 2 <0 <3 , a II

L)

et flo) =0.

b) Calculer f* (2 "; 3) et en déduire un nouvel encadrement de o. \

3°) En utilisant la méthode précédente, déterminer de proche en ] \\ ]
proche un encadrement a 10~ prés de o I /

Solution

1°) Le graphique permet de conjecturer que l'équation f{x) = 0 admet trois solutions o, B et y telles que :
2<0<3;—-2<P<~1 et —5<y<—4.

Les nombres o, B et v sont les abscisses respectives des points d'intersection de (€) et de I'axe (OI).
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o
2°) a) Pour tout nombre réel x, on a : f’(x) = x2 + 2x — 3.
Vxe ]2;3[, f’(x) > 0; donc, fest strictement croissante sur 12231
De plus : f2) = - % et f13) = 4 ; donc 0 admet un antécédent o et un seul tel que:2<o<3.
. 42+3 ) _ -
b)On a f( . ) =fl2,5) ~ — 1,041.
Un raisonnement analogue au précédent nous permet d'en déduire que:25<a<3.
3°) On utilise la méthode précédente et on obtient, de proche en proche et avec une calculatrice, les enca-
drements suivants ot a et b désignent les bornes des encadrements successifs :
a b a ;’ b F (%b) Encadrement de o
2 3 &5 —-1,041 25<0o<3 N
2,5 3 2,75 1,24 25<a<2,75
2,5 2,75 2,625 0,045 2,5 <0 <2,625
2.5 2,625 2,562 5 —0,512 2,5625 <00 < 2,625
2,562 5 2,625 2,593 7 -0,237 2,593 7 <0 <2,625
2,593 7 2,625 2,609 3 - 0,097 2,609 3 << 2,625 |
J 2,609 3 2,625 2,617 1 - 0,026 2,617 1< < 2,625
| 26171 2,625 | 2,621 0 0,009 2,617 1<0<2,6210
26171 26210 | 26191 ~ 0,008 2,6191<0<2,6210
2,617 1 2,621 0 ; 2,6201 0,000 3 26191 <mx<2,6201
= P - " pro e
7777k XCI CICOS B2 L i A R
28 Soit fla fonction définie par : flx) = — 23 + 3x2. 2.¢ Soit fla fonction définie par : flx) =%.
1. Etudier fet construire sa courbe représenta- 1. Etudier fet construire sa courbe représenta-
tive (%) dans un repére orthonormé tive (€) dans le plan muni d’un repére ortho-
(unité : 1 cm sur chaque axe). normeé.
2. Démontrer que le point Q ; est un centre de 2. Résoudre graphiquement le systeme d'inéqua
symétrie de (‘€). Donner une équation de la tan- tions : 0 < i:_ ; <4
gente & (€) en ce point et tracer cette tangente. Retrouver les résultats par le calcul.
3. Construire, sur le méme graphique, la courbe
représentative (I') de la fonction g définie par : 2.d soit fla fonction définie par :
glx) =x* [3 - xl. s 2
f)=—x+1 e
2b . [ . 5 1. Etudier f et construire sa courbe représenta-
: Smftfla fonction définie par : flx) = 2% — 342 + 2. tive (€) dans le plan muni d’un repére ortho-
1. Etudier fet construire sa courbe représentative. AGEg
A graph’lquement At Etiant log 2. Démontrer que le point Q(l) est un centre de
valeurs du nombre réel m, le nombre de solu- i, 0
. s . symétrie de (6).
tions de l'équation flx) = m.
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__3.1. Fonctions circulaires

smmmmm Etude de la fonction sinus

Ensemble de définition
La fonction sinus est définie et continue en tout élément de R.

Ensemble d’étude
La fonction sinus est périodique, de période 2x ; donc il suffit de l'étudier sur [- = ; w].
La fonction sinus est impaire, donc on peut réduire l'intervalle d'étude a [0 ; m].

Dérivée et sens de variation Tableau de variation
La fonction sinus est dérivable sur R et sa dérivée est la x | o .T2£ |
fonction cosinus. On en déduit que la fonction sinus est 1
; n 5 T cos X + 0 -
croissante sur [G y E] et décroissante sur [E; n]. ;
¢ a b
) sin x 0/ \
Courbe représentative 0

e La courbe représentative de la fonction sinus est une sinusoide.

e Les points de coordonnées (k . ; 0, k € Z, sont les centres de symétrie de la courbe.
e Les droites d'équations x = Eik m, k € Z, sont les axes de symétries de la courbe.
s La tangente en O a la courbe est la droite d'équation y = x. La courbe est au-dessous de celte droite sur

. y _r . ;
[0 A ] et au dessus sur[ 5 0]. (Cf. chapitre 12 § 2.4.)

¢ La fonction sinus n'a de limite ni en + e, ni en — .

smmmmm Etude de la fonction cosinus

Ona:Vxe R, cosx=sin(x+ E].

On en déduit que la courbe représentative de la fonction cosinus est l'image de la courbe représentative
>

de la fonction sinus par la translation de vecteur — %OI . (CL. chapitre 9 § 3.2.)

e La courbe représentative de la fonction cosinus est une sinusoide.

» Les points de coordonnées [%+ ke m; 0), k e Z, sont les centres de symétrie de la courbe.
e Les droites d’équations x =k, k € Z, sont les axes de symétries de la courbe.
e La fonction cosinus n’a de limite ni en + e, ni en — .
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mmmmmm Etude de la fonction tangente

' Ensemble de définition

L'ensemble de définition de la fonction tangente est IR\{ —+kn ke Z}
Cette fonction est continue en tout point de cet ensemble.

Ensemble d’étude Ftude aux bornes de [0 ; %[
La fonction tangente est périodique, de période , On a: lim tan X=+co,
5 . T T X — i
o L e T 2
on peut donc I'étudier sur ] 555 [ )

La fonction tangente est impaire, donc on peut réduire

Donc la droite d'équation x= = est asymptote a la
l'intervalle d'étude a [O ] —;5[ 1 2

courbe représentative de la fonction tangente.

Dérivée et sens de variation Courbe représentative

La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de
définition et sa dérivée est la fonction x> 1 + tan2x.

On en déduit que la fonction tangente est strictement

croissante sur [0 : %[

Tableau de variation

I 9 )
x 0 > 2
1 + tanZx +

¢ / + oo
L anx 0
Remargues

* Les points de coordonnées (k g; 0), k€ Z, sont les centres de symeétrie de la courbe.

® Les droifes d'équations x =%+ km, ke Z, sont les asymptotes de la courbe.

® La tangente en O ¢ la courbe est la droite d ‘équation y = x. La courbe est au-dessus de cette droite sur
[0 : 725 [ et au-dessous sur ]—E ] (Cf. chapitre 12 § 2.4.)

—3.2.. Exemples d’études de fonctions trigonométriques

memmmm Etude de la fonction f:x— 2sin (
Ensemble de définition

La fonction fest définie et continue en tout élément de R.
Ensemble d’étude

La fonction fest périodique, de période 47 ; en effet : V x ¢ R, flx + 4m) = 2 sin ( o 2n +—) fx).
On peut donc réduire I’étude a Iintervalle [-27 ; 2x).

79

Dérivée et sens de variation
La fonction fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f':1x—cos (%{»
Etudions le signe de f”(x) pour x € [-27 ; 27].

NS

)

_ X
fx)=0 o cos(z+4)-0
£, t__ T x T 0
SlETa g Ryt
e e il
ST e =

La fonction fest croissante sur [- < %] décroissante sur [— 2n; — %E] et sur [

ol

: Zn].
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Tableau de variation

L [0 T e, 15 ?’A—“ % n
o) e g e
2
= TR
f (x] — 2 S _.’2 / _‘;'2

Courbe représentative

wmmmmn Etude de la fonction g : x — 2 sin x + cos 2x

Ensemble de définition

La fonction g est définie et continue en tout élément de R.
Ensemble d’étude

La fonction g est périodique, de période 27 ;
en effet : V x € R, glx + 2n) = 2 sin (x + 27) + cos (2x + 47) = 2 sin x + cos 2x = g(x).

On peut donc réduire I’é6tude a I'intervalle [0 ; 2x].

Dérivée et sens de variation

La fonction g est dérivable sur R et sa dérivée

est la fonction g’ : x — 2 cos x — 2 sin 2x.

x 0 z z - L 2n
Etudions le signe de g'(x) pour x € [0 ; 2x]. 6 2 6 2
, . Cos X + + 0 - 0
g'(x) =2 cosx +4sinxcosx
i 1—-2sinx| + - - 0 + +
=2cosx (1-2sinx). ; |
(x + 0- 0+ 0 -0 +
cosx=0<:>x=% oux:g—;. g : I . :
— =5 = I
1—251n.1t'—()<:>~x—6 ou x = 5
Tableau de variation Courbe représentative
T T 5T 3n
TR e e
gx)| + 0- 0+ 0 -0 +
3 ‘ 3
2\ 2
glx
|.glx) 1/ 1/ \_3/,’14'

|

Démontrer que la droite (A), d’équation y =—nz—, est un axe de symétrie de la courbe (€ gj

WE Xercices Brrr i u54

3.a

3b

Déduire, de la courbe représentative de la fonc-
tion sinus, la courbe représentative des fonc-
tions suivantes.

a) x — sin (.x+53—ﬁ) ; bjx > sin (x—%);

¢) x> sin (_23_Tl:_x) ; d) x> cos (x+%);

e}chos(sﬁ—n— ) ; f]chos(x+%).

Déduire, de la courbe représentative de la fonc-
tion tangente, la courbe représentative des
fonctions suivantes.

a}x|—>tan(x+%) A b)xn—>tan( —E);

¢) x — tan (—% —x) : d}than(x—%) + 1.

Pour tout nombre réel x, exprimer cos x + sinx
en fonction de sin (x 28y,

En déduire la courbe représentative de la fonc-

. Cos x + sin x
tionx+—» ———

v
fonction sinus.

, A partir de celle de la
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R

Le plan est muni du repére (O, I, J).
]

APPRENTISSAGE

(Généralités sur les fonctions

-~ 1 Chacune des courbes suivantes est la représen-
tation graphique d'une fonction f: [- 2 ; 2] — R.

a) b)
J ]
oo/ 12 2019
I
c) d) i
—1J 9 : AN
'- 2o 14 o[/ @
/
i1
Daas chaque cas, dire si la fonction fest :
— paire ;
~ — impaire ;

— ni paire, ni impaire.

2 1. Voici une partie de la courbe représentative
d'une fonction paire, définie sur [- 5 ; 5).

Y

Compléter Ja courbe et donmer le tableau de variation

de la fonction.

2. Voici une partie de la courbe représentative d'une
. fonction impaire, définie sur [- 5 ; 5.

1 i
1 ko 5

Gi Pl

|
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Exercices

i

P
s

Compléter la courbe et donner le tableau de variation
de la fonction.

}
“ 3 Dans chacun des cas suivants, étudier la parité
de la fonction f sur son ensemble de définition.

o) fo =x- L ;b= ;
c) flx) = x |x| ;o d) i) = 22 x| ;

elflx)=|x-2[+|x+2] ;

P

flflx) =lx+3]-|x-3].

& Dans chacun des cas suivants, étudier la parité
de la fonction f sur son ensemble de définition.

a) flx) = cos 3x ; b) flx) =sin 4x ;

c) flx) =sin 2xcosx ; d) flx) = sin 3x sin 2x ;

e] flx)=1+cosx i fle)=sinx—1;

g) fla) = S0 b flx) = 9952,

g cosx—1 5 sin x
et ; M flx) = ————,
i) fix) 5—2cosx B fix) sindx—1 4

5 Les fonctions suivantes sont-elles périodiques 7
Si oui, en préciser une période.
a) x — sin®x : b)x—x—-sinx ;

c) x — sin (x2) 7 d}x+> sinx + sin 2x ;-
1 2¢X

elxr> —— ; > cos? (=),

) 1+ sinx i (2)

6 1Le repere (O, L, J) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction £, définie
par: flx) = |x + 1| + |x + 5].
b) Démontrer que cette courbe admet un axe de symétrie.

F

7 Le repere (0,1, J) est orthogonal.
Démontrer que la droite d'équation x = zl est un axe de
symétrie de la courbe représentative de la fonction g,
définie par : glx) = %— + 11Tx

8 Le point @ g est-1l un centre de symétrie des
courbes d'équations suivantes 7

a)y=3+xf2 ; by = 3(x-2)%;
2 — r bl
ij='Tx i d}y—[x—_-z—)s+3.

[Fonctions polynémes

9 Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc-
tion f et tracer sa courbe représentative.

a) flx) =2x2 —3x + 1 i b flx)=—x% + 3x;
c)ﬂx)=_3lx3+x+z ; d}f[x):%ﬁ—t&xhl.

10 1. repére (O, I, ]) est orthogonal.

a) Tracer la courbe représentative de la fonction :
x+—x% - 6x +5.

b) En déduire la courbe représentative de la fonction :

x> |x2 — 6x + 5].




- -

11 1e repére (O, L, ]) est orthogonal.

aJTracer la courbe représentative de la fonction :
x> —x%+ 2% -

b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
x> —xt+ 2.

~ 12 Etudier et tracer la courbe représentative des
fonctions suivantes.
alxr>—x% +x% + 5x ;

¢) x — max (— 2% + x2 4+ 5x ; 2x° + x).

blxr2x® + x;

13 1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour
que la parabole d'équation y = ax? + bx + ¢ :

e passe par le point A _3

e ait un sommet d'abscisse — 1 ;

o admette, au point d'abscisse 1, une tangente de coef-
ficient directeur 4.

2. Construire les courbes représentatives (€) et (€) des
fonctions fet g respectivement définies par :
flx)=x2+2x—3 et glx)=1-x%

Déterminer les coordonnées des points d'intersection, B
et D, de (€) et (6°).

3. Donner une équation de la droite (BD).

4. Etudier graphiquement le signe de :

Px)=x®+2x -3 - (1 -x2).

Fonctions rationnelles

14 Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc-
tion f et tracer sa courbe représentative.

AP
Jfd=x-1-% ; df=x-2-i5.

15 Le repére (O, 1, J) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction :

—2x+3
r— —.
S o
b) En dedulre la courbe représentative de la fonction :
2x+3
—x+2
2
16 Soit £1a fonction définie par : flx) = 5 4:: :

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que :
Vxe R\[z},f(x)=ax+b+zc
b) Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative.

272+ 2x -1
2x—1
ajl Determmer les nombres réels &', b’ et ¢' tels que :

; c
‘v‘xe_[R{\{ }g[x) ax+b + Pz

b) Etudier 1a fonction g et tracer sa courbe représentative.

17 Soit g 1a fonction définie par : glx) =

18 1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour
que I'hyperbole () d'équation y = ax+b

x+c’
comme centre de symétrie ;

e ait le point QC 21
 admette, au point d'abscisse 1, une tangente paralléle
4 la droite d'équation y = — x.

2. Construire (#).

Fonctions trigonométriques

19 1. repere (O, 1, J) est orthonormé.
Soit la fonction f: x — cos 2x.
a) Etudier fet construire sa courbe représentative (6).
b) Déduire de [(61} la courbe représentative des fonc-
tions suivantes :
ﬂ:x%cos(2x+%) f‘z:chos(Zx+%)+l.

20 1 repére (O, L, ]) est orthonormeé.
Soit la fonction g : x — sin 3x.
a) Etudier g et construire sa courbe représentative (6 ]
b) Déduire de (€ g] la courbe représentative des fonc-
tions suivantes :

gy i x> sin (Bx—%) 3 gz:xk—>2+sin(%—3x).

21 Le repere (O, 1, J) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par : flx) = 4 sin®x.cos Zx.
On désigne par (%) la courbe représentative de f.
1.a) Démontrer que fest périodique, de période .
b) Démontrer que la droite d'équation x =X est un axe
de symeéirie de (6). &
ymétri
2.a) Démontrer que :
Vxe R, f(x) =4 sin 2x (1 — 4 sin%x).
b) Dresser le tableau de variation de f sur [D

3. Tracer (€) sur[ 3; 3; ]

ST
I?-l

22 1.e repere (0, 1, J) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par : flx) = 2 sinx + sin Zx.
On désigne par (%) la courbe représentative de f.
1. Démontrer que fest impaire et périodique, de période 2.
2, Démontrer que :
VxeR, f(x)=2(2cosx—1)(cosx+1).
3. Dresser le tableau de variation de fsur [0 ; =].

VA

4, Tracer (€) sur |- e ?]

23 1e repere (O, 1, ]) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par : flx) =— 2 cosx ~ —% cos 2x.
On désigne par (€) la courbe représentative de f.
1. Démontrer que f'est paire et périodique, de période 2.
2. Démontrer que : Vx e R, f’(x) = 2 sin x (1 + cos x).
3. Dresser le tableau de variation de fsur [0 ; 7.

4. Tracer (€) sur[ 7?; : 7; ]

"APPROFONDISSEMENT

28 Soit fet g deux fonctions definies sur R.
Etudier la parité du produit /g dans les cas suivants.
a) les fonctions fet g sont paires ;

b) les fonctions f et g sont impaires ;
¢} I'une est paire et l'autre impaire.

25 Soit £ une fonction, dont l'ensemble de déri-
vabilité est R, et f" sa fonction dérivée.
1. Démontrer que si fest paire, alors /' est impaire.
2. Démontrer que si fest impaire, alors " est paire.
3. Démontrer que si fest périodique de période p, alors
/" est périodique de période p.
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26 L repere (O, 1, J) est orthonormé.
On considére une fonction f dont 'ensemble de dériva-
bilité est R, (€) sa courbe représentative et (4’) la cour-
be représentative de sa fonction dérivée.

1. Démontrer que si le point Q g est un centre de symétrie
de (), alors la droite (A) d'équation x = a est un axe de
symétrie de (€).

2. Démontrer que si la droite (A) d'équation x = a est un
axe de symétrie de (€), alors le point Q(

de symétrie de (€).
(On pourra utiliser 'exercice précédent.)

) est un centre

27 On considare la fon__c:tion frx—P+pr+2 et
on désigne par (6) sa courbe Teprésentative.

1. Démontrer que Q 5 est un centre de symétrie de (4).

2. Déterminer p sachant que la droite (OI) est tangente
a (€), puis construire (%€).

28 On considere la fonction f: x> ax+b + %

1. Déterminer a et b pour que la représentation graphique
v'72

(€) de f passe par le point A(2 2 ) et admette, en ce

L4 ¥
point, une tangente paralléle & 1'axe des abscisses.

est un centre de symétrie de (%).
3. Etudier f et tracer (€).

2, Démontrer que Q 4

29 L repére (O, I, ]) est orthonormé.
On considére les paraboles (?,) d'équations

y= -—x2+20x 2a(1 - a), (as R.)
1. Demontrer que, pour tout nombre réel a, (# ) est I'image

de (P,) par la translation de vecteur — 2a (Of+ (f ).

2. Construire les paraboles (%), (&) et (2,).

3. Déterminer la courbe décrite par les sommets S, des
paraboles (2 ).

4. Determmer une droite (A) tangente a toutes les para-
boles (@)

30 On considére les fonctions frix—ad-3x+1,
ac R
On désigne par (€,) la courbe représentative de ¥
1. Etudier et représenter graphiquement f,, pour a = %
eta=0.
2. Démontrer que les courbes (€,) passent toutes par un
méme point Q, dont on déterminera les coordonnées.
3. Démontrer que Q est centre de symétrie de toutes les
courbes (6 ,).
4. Etudier, suivant les valeurs de a, les variations de T

311e repére (O, I, ]) est orthonormé.

Soit f1a fonction définie par flx) =
représentative.

1. Trouver les deux droites asymptotes 4 (€) et le centre
de symétrie Q de (%4).

2. Tracer (€) et ses deux asymptotes.

3. Pour tout point M de (), on désigne par :

- (Ay,) la tangente en M & (6),

-3
e et (‘6) sa courbe

282 Etudes de fonctions

— P et Q les points d'intersection de (A,,) avec les
asymptotes.

Démontrer que le produit QP x QQ est constant et que
M est le milieu du segment [PQ].

32 1e repere (O, I, ]) est orthonormé.
Soit () la parabole d'équation y = %z

1. Construire (%), placer le point F( ) et tracer la droite
(A) d'équation y = — 1.

2. On considére un point M de () et H son projeté ortho-
gomnal sur la droite (A). Comparer MH et MF. En déduire
une propriété géométrique de la parabole.

33 Une entreprise fabrique n articles par mois.
Les charges se répartissent en charges fixes d'un mon-
tant de 750 000 F par mois et en charges variables d'un
montant de 1 200 F par article et par mois.
1. Exprimer en fonction de n le prix de revient r d'un
article.
2. a) Etudier la fonction x — 1 200 + w .
b) Le repére du plan étant orthogonal, tracer sa courbe
représentative sur [500 ; 1 500].
¢] Construire, sur le méme graphique, la droite d'équa-
tion y = 2 000.
3. Chaque article est vendu 2 000 F.
Déterminer le nombre minimum d'articles & produire,
pour que l'entreprise soit rentable. ~
4. Retrouver graphiquement ce résultat.

34 Le repére (O, I, J) est orthogonal.
1. Soit f'la fonction x — 2x* — 60x% + 450 x
et (€) sa courbe représentative.
a) Dresser le tableau de variation de f.
b} Déterminer une équation de la tangente (A) en O a (6).
¢) Calculer f[5), f{10), f(15) et f(20). Tracer (€) et (A).
(Prendre 1 cm pour représenter 2 unités sur I'axe des
abscisses et 100 unités sur I'axe des ordonnées.)
d] Résoudre dans R 1'équation : f{x) = 500.
2. Un fabricant envisage la production de boites de lait
en cartons obtenues en découpant deux bandes de
méme largeur dans une feuille carrée, comme l'indique
la figure ci-dessous.

e S
.} x4 ¥ orm
LAIT] LAIT

Le cété de la feuille mesure 30 cm et on désigne par x
la largeur en cm des bandes découpées.

a) Calculer les dimensions de la boite et son volume
lorsque x = 10.

b) On suppose maintenant que : 0 < x < 15. Exprimer,
en fonction de x et en cm?, le volume V(x) de la boite.
Vérifier que V(x) = 2x% — 60x? + 450x.

c¢) Pour quelle valeur de x le volume V(x) est—il maxi-
mal ? Calculer ce volume maximal.

d) Le fabricant veut obtenir des boites de 500 cm?.
Quelle valeur doit—il donner 4 x ?




S uites numeériques

Infroduction

Ls suites numériques se refrouvent dans de nombreux domaines de
la vie : arts, économie, biologie... Gréice a la diversité de leurs appli-
cations, elles présentent un grand intérét pour les mathématiciens. Les
suifes ont également un intérét historique ; en effet, ce sont elles qui ont
provoqué le premier choc des mathématiciens avec I'infini.

Qui ne connait les céletres paradoxes de
Zénon, philosophe né en 490 ou 485 av.
J.-C. 3 Elée, grande Grece 7

Le paradoxe d'« Achille et la tortue » peut
étre mathématisé de la facon suivante.

« Achille veut rattraper une tortue qui est
100 m devant lui en courant 10 fois plus
vite gue n'avance la tortue. Lorsque
Achille a parcouru 100 m, la tortue en a
parcoury 10 ; lorsque Achille a parcouru
ces 10 m, la tortue en a parcouru 1, ...

Achille arrivera-t-il a rattraper la tortue et
quelle distance aura-t-il alors parcouru ? ».
Les distances successives séparant Achille
de la tortue forment une suite de nomtres
dont I'étude mathématique permet de
résoudre ce paradoxe (cf. exercice n°® 40).

Photo Jean-Loup Chamet
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el 1. Définition

pEEmms Introduction

® On lache un ballon d'une hauteur de 4 métres au-dessus du sol ot il rebondit.
On suppose que la hauteur de chaque rebond est la

moitié de la hauteur du rebond précédent. Rebond RN RS st
— Compléter le tableau ci-contre. flauteu}r 400 | 200
— Calculer la hauteur du 10° rebond. s

A tout entier naturel, numéro d’ordre du rebond,
on associe un nombre réel, la hauteur de ce rebond.

¢ Voici les quatre premiers termes d'une liste de nombres : % ; % ;

9 .16,
. : 7
— Compléter cette liste jusqu'au 10° terme.

g i

— Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, le ni®™¢ terme en fonction de n.

— Calculer le 20° et le 32¢ terme de la liste.

- Les nombres réels 652—15 et % sont-ils des termes de cette liste 7

e ABCD est un carré de cité 8. - Ar

A;B,C,D, est le carré inscrit dans ABCD tel que :
AA, = BB, = CC, =DD, =28,
A,B,C,D, estle carré inscrit dans A;B,C,D, tel que :

A.B,
Ay = BB, =C,C, =D,D, = L1,
— Construire, de maniére analogue, les carrés A;B.C,D, et
AB.C D, Dy
— Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par P, le
périmétre du carré A, B, C D, . ; D

Exprimer P, ; en fonction de P,,.
Calculer BB B P,
— Conjecturer ’expression de P, en fonction de I’entier naturel n.

Dans les trois exemples précédents, on a associé des nombres réels & des entiers naturels.
On définit ainsi des suites numériques. T

On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R.

Notations et vocabulaire

* Si E désigne l'ensemble de définition d'une suite numeérique u, on a les notations suivantes.

= notation fonctionnelle — notation indicielle
u:ES R 735 g ou, plus simplement, ().
n — u(n).

* u(n) ou u,, est appelé terme d’indice n ou terme général ; le n*™° terme est appelé terme de rang n.

284 suites numériques




semmmm Déterminations d’une suite numérique

En générél, une suite numérique (u,) est déterminée par :

¢ ou bien une formule explicite permettant de calculer u, en fonction de n ;

* ou bien le premier terme et une formule de récurrence exprimant u, en fonction de u,, ;.

Exemples
g : Sk e BT X
[ * Soit (u,), . n la suite définie par : u, = i
: — Cette suite est déterminée par une formule explicite.
— Le terme général de cetle suite est : %
— Le premier terme est : u, = %; le 15° terme, ou terme de rang 15, est : u,, = %% .

* Soit (v,), . n+ 12 suite de terme général : v, =vn® — 1.

— Cette suite est déterminée par une formule explicite. |
— Le premier terme est : v, = 0 ; le 3° terme est : vy = 2V2 .

w,=0
s Soit (w,) la suite définie par : { P
e VneN*,wn=—l—w_+3.
2 n—-1
— Cette suite est définie par son premier terme et une formule de récurrence.
—Ona:w,=3;w =i;w =g;...
1 P 2 374

_1.2. Représentations graphiques d’une suite numérique

Une suite numérique est une fonction, donc elle peut étre représentée graphiquement dans le plan muni
d’'un repére.
Il est également possible de représenter les termes d’une suite sur un axe.

smmmmmm Suites définies par une formule explicite

Soit (u,), . y la suite de terme général : u, = 6 — n®

Représenfation sur un axe i
Ona:uD=6;u1=5;uz=2;u3=—3;u4=—‘10;...
On en déduit une représentation graphique de cette suite sur un axe.

ity us O | u Uy Uug
+——+—t——t+—F+—+—+—+——+—+—+—&—+—F—@—8—+—
-10 -3 0 9 . B B
Représentation dans le plan
Le plan est muni du repére (O, L, ]). . Mo
1 Soit () la courbe représentative de la fonction z? el o
frx—6—x2 ] B G BEEam caescs
Pour tout entier naturel n, on désigne par M, le up - Mo -
point de coordonnées (n, f(n)). Pl 1
L'ensemble des points M, est une représentation 0 i TR
graphique de la suite (u,) dans le plan. T __\___ B
' : % ] \ M3
Lorsqu'on projette les points M, sur I'axe des L R T R S
ordonnées, on obtient une représentation des : TN®)

termes de la suite sur l'axe (O]).
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mmmmmmm Suites définies par une formule de récurrence

v, =6
* Soit (v,),, . w la suite définie par : { g 1 3
Yane M, o,,= —-2—(vn + '-’_n)
Représentation sur un axe
Ona:v,=6:v, =3 .4 = »21—7z208'v =1,76 ; ...
D ) l 4 E 2 104 bl ] 3 » ,
On en déduit une représentation graphique de cette suite sur un axe.
O | U3 g U1 g
f f t 1@ —e f f ®
0 1,76 2,08 13 6
4

Représentation dans le plan

Le plan est muni du repére orthonormé (0, L, J). 1 3
Soit (€) la courbe représentative de la fonction grarEs = (x + —)
et (A) la droite d'équation y = x.

Construction de v,

Soit M, le point de () d’abscisse v, = 6 ; 1\ 1 A) ; ;
'ordonnée de M, est v, = g(v,). (€)
Soit P, le point de (A) d’ordonnée v, ; 01 __\ ______ B & -
'abscisse de P, est v,. > = Mg

, 1
Construction de v, e M
Soit M, le point de (6) d’abscisse v, ; /[ Me |
I'ordonnée de M, est v, = g(v,). J ;
Soit P, le point de (A) d’ordonnée v, ; 5 : Lé ' .

Ug " 0

I’'abscisse de P, est v,

Cette méthode permet une construction, de proche en proche sur l'axe (OI),
des termes d’une suite définie par une formule de récurrence.

WE XCTCICES Bors o i i

l.a Voici les 4 premie7rs tergles d'une suite numé- 1d Le plan est muni du repére (O, L, J).
1

rique : % ; % Y 97 3 gy 5w Soit (u,),, . n 12 suite de terme général :
1. Conjecturer les 2 termes suivants de cette suite. u,=—1+ n_z.
2. Conjecturer une formule explicite donnant 1. Construire la courbe représentative de la
le terme de rang n de cette suite. . fonction f: x——1 + %
2. Utiliser cette courbe pour représenter, dans
1.b  soit (u,), « n la suite de terme général : le plan et sur l'axe (O]), les 7 premiers termes

u, = cos (ﬂ':) « de cette suite.

1. Calculer et représenter sur un axe les 8 pre-

miers termes de cette suite. le Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, Soit (), . y la suite définie par :
ona:u,, ,=u, . {u0=% :
VneNuw,  =4-u,
lc  Soit (),  n 1a suite définie par : 1. Calculer les 4 premiers termes de cette suite st
{ iy % conjecturer une expression de son terme général.
VneNu,, =n+u, 2. Construire les droites (%) et (A) d'équations

respectives y = —x + 4 et y = x ; en déduire une
construction des 4 premiers termes de cette
suite sur ['axe (OI).

1. Calculer u,, u,, u,, u, et u,
2. Conjecturer une formule explicite donnant
le terme général de cette suite.
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T

Etude d'une suite numérique
2.1, Minoration, majoration

Les suites numériques sont des fonctions ; on peut donc leur appliquer les définitions concernant la
minoration et la majoration d*une fonction.

Détinifions

Soit (u,),} . ; une suite numérique.
* (u,) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que, pour tout n élément de E,ona:u, >m.
* (u,) est majorée s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout n élément de E, on a: u, <M.

* (u,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

On dit que m est un minorant de (u,) et M est un majorant de (u,).

Bemargue

Une suite est positive (respectivement négative] si elle est minorée (respectivement majorée) par 0.

Exemples
e Soit (u,)
— La suite (un] est positive.

la suite de terme général : B
n+1

ne N

— La suite (u,,) est majorée par 3.

Eneffet,ona:vVne N,un—3=4—i;
n+1

donc:Vne N, u, <3.
— On en déduit que la suite (u,) est bornée :
Yne N,0<u, <3.

Ces résultats sont illustrés sur la figure ci-contre.

(6) est la courbe représentative, dans I'intervalle [0 ; + o[,
3

de la fonction f: x — e
(6) est « entre » les droites d’équations y=0 et y=3.

* Soit (v,), . n 1a suite de terme général : n? — 2n — 2.

. - _ 112 S 22 R | /| S E O
Ona.\:fnel\-l,vn—(n ‘1) 3. o ﬁ,,,,i,-___ — /
— On en déduit que la suite (v,) est minorée par — 3. ] -
— Démontrons par l'absurde que (v,) n’est pas majorée. v, (€)
S'il existait un majorant M de (v,), on aurait : — —
VnelN, (n-12<M+ 3. 7 _ I R
Or, cette inégalité n'est pas vérifiée pour:n> M +3 + 1. SOREIES: SRS MO 3 . S
— La suite (v,) n’est pas bornée. U3 .

Ces résultats sont illustrés sur la figure ci-contre. 0] i
| i}

(‘6) est la courbe représentative, dans l'intervalle [0 ; + o], ol ol (AL M e

de la fonction g:x > x*—2x—2. vy e mao e

(6) est « au-dessus » de la droite d'équation y = - 3.
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® Soit (w,),, . y la suite définie par : {

Ona:V¥YneN,-1<w, <1.Donc la suite (w,) est bornée.

. 2.9, Sens de variation

Les suites numériques sont des fonctions ; on peut donc reprendre les définitions concernant le sens de
variation d’une fonction.

Soit (u,), .  une suite numérique.

® La suite (u,) est croissante lorsque, pour tous m et n éléments de E, ona: m<n = A

e La suite (u,) est décroissante lorsque, pour tous m et n éléments de B, ona: m<n = W i .

* La suite (u,) est constante lorsque, pour tous m et n éléments de E,ona: u,=u,

® La suite (u,) est monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

Pour étudier le sens de variation d’une suite, on utilise la propriété suivante que nous admettons.

Propriété _ ' _
Soit (u,), . ; une suite numérique.
e Si pour tout n élément de E u,<u, ., alors la suite (u,) est croissante.

* Si pour tout n élément de E u,2u, _,, alors la suite (u,) est décroissante.
¢ Si pour tout n élément de E u, =u, ., alors la suite () est constante.

Exemples
. 3 A = __1
* Soit (w,), . n+ la suite de terme général 26
1 4 i

. * Pty =. i —
On.a s Mrtie N, B — it m+)n+2) nn+l) nn+rDn<d)

Donc: ¥V ne N*, Up,q — U, <0; la suite (u,) est décroissante.
* Soit (v,),, . 1 la suite de terme général : n—\n? + 1. ,
Ona:VneN,v,,-v,=n+1-J(n+1)? +1 -n+.n*+1

=1-\(n + 12 +1 + Vn? +1.
Le signe de cette expression est difficile a étudier ; nous utiliserons dans ce cas une autre méthode.
Soit fla fonction définie par: flx) =x — Va2 + 1.

Ona:VxeR flg=1-—%— -1 :
vz +1 G +1+x) V% +1

La dérivée de la fonction fest positive sur J0 ; + e[, donc fest croissante sur cet intervalle.

On en déduitque: Vne N, fln + 1) > fln) ; la suite (v,) est croissante.
w,=—1
e Soit (w ] ite définie ;i “
it (w,), « v la suite définie par {Vne N = P e
Ona:VneRN, W, — W, =w?2+1.

Donc,Vne N, w, .1 =W, >0 ;la suite (w,) est croissante.

—2.3. Notion de convergence

mmmmms |nfroduction
* Soit (i), . v la suite défini {%:4
o1t (W 4 sulle derinie par :
LR P VaoeNu =4,

On se propose d’étudier le comportement de cette suite lorsque n prend des valeurs « de plus en plus
grandes ».
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Approche numérique
— Afficher le nombre 4 sur une calculatrice.
— A Taide de la touche |* | calculer les 15 premiers termes de la suite (u,,).

On peut remarquer que si on continue d’appuyer sur la touche ' | un grand nombre de fois, la calcula-
trice affiche le nombre 1.

Approche graphique

(A)
: (r(:f)
o . . P et

Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

On désigne par (6) la représentation graphique de la

fonction f: x — | x et par (A) la droite d'équation y = x. l/

Le graphique permet de conjecturer que lorsque n prend J i g ll =
|

A

des valeurs « de plus en plus grandes », les termes de la
suite se rapprochent de 1, ce qui confirme le résultat |
obtenu avec la calculatrice. o)

'
| Uz Ug U4 Up

On dit que u,, tend vers 1 lorsque n tend vers + = ou que la suite (u,) a pour limite 1.
On note : lim u, = 1.

n-—»+oo
® Soit (v,), . y la suite de terme général : 1 - i— e
Le plan est muni du repére (O, L, J). ol |
On désigne par (€ g) la représentation graphique de la 31 R ‘ !
2 | |
fonctiong:leml—xz. 7o) T .
On a: lim g(x) = — ce.
x>+ ®------f------fmmmen - \
On admet que : lim v, = —<e. Y S [
n-3+oo )
Uy i g
1

e Soit (w,), .  la suite de terme général : (- 1)™

Pour tout nombre entier naturel n pair, ona: w, = 1.

Pour tout nombre entier naturel n impair, on a : w, =-1.
On admet que w, n’a pas de limite lorsque n tend vers + .

On a vu dans les exemples précédents que :

— la suite (u,) a une limite finie, on dit qu’elle est convergente ;
— la suite (v,) a une limite infinie, on dit qu'elle est divergente ;
— la suite (w,) n’a pas de limite, on dit qu’elle est divergente.

SHEN Définitions et propriété

Détinitions Sl
« Une suite est convergente si elle a une limite finie.
» Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

On admet la propriété suivante concernant les suites définies par une formule explicite.

Soit (u,,) une suite numérique définie par u, = f{n), ou fest une fonction numérique.

Si fa une limite en + o, alors u, aune limiteeton a: lim u, = lim flx).
n— 4+ o0 X— + oo
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B emargues

® Les régles de calculs sur les limites de fonctions s’appliquent aux suites.
* On admet que si une suite a une limite, cette limite est unique.
¢ Si la fonction f n’a pas de Iimite en + «, on ne peut rien conclure sur I'éventuelle limite de (u,,).

Exemples
. . i a =201 ; P . It g o |
e Soit (u,), . y la suite de terme général — .5 ¢ fla fonction définie par : flx) = g
Ona: limflx)=-2; donc: lim u, = lim f{n) = - 2.
e n—>+o0° n—+ece

® Soit (v,), .  1a suite de terme général sin (nn) et g la fonction définie par : g(x) = sin mx.
La fonction g n’a pas de limite en + oo .
Par contre, la suite (v,) est une suite constante dont tous les termes sont nuls ; elle a pour limite 0.

® Soit (w,), . p, la suite de terme général \rn:* + '?;nz + 1 et h la fonction définie par :
hix) = Jat + 322 41,

Ona: lim h(x) = + e ; donc : lim w, = + o
X —+oo n—+ o=

%E XCICICeS Bt st

2.a Déterminer, s’ils existent, un minorant et un aju, = 3;12 +1 pe M
majorant des suites définies par : 5n°+n+l
alu,=-—n*+1,ne N ; b)vnz-;l;sin%j-tw,nEN*;

; = _i * . f
ble,=2 Zn’r?eN ? c]wnzy‘n"_z,neN.

cJw =—1+2+n,ne N. i
n

2d Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

2.b  Frudier le sens de variation des suites définies 1. Soit (w,), . ~ la suite définje par :
par: { u, =0
2
=— 1, N ;
a}un ThHps b Vne N,un+1=%un+1.

1 :
b)vn=ZT§-,ne N*,
n+2
n+1

aj Construire les 4 premiers termes de cette
,ne N ‘suite sur 'axe (OI).

b) Conjecturer la limite de cette suite.

2. Répondre aux mémes questions avec u,=-2,
puis u, =— 3.

clw, =

2.c Déterminer, si elles exisfent, les limites des
suites définies par :
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) Suites arithmetiques,
~ suites géométriques
-.3.1. Suites arithmétiques

smmmmm Définition et propriété

Un jardinier doit arroser le pied de chacun des arbres formant une rangée de sa plantation. La distance
entre deux arbres consécutifs est 5 m et le puits est situé a 8 m du premier arbre.

e Quelle est la distance du puits au 1°* arbre ? au 2° arbre 7 au 3¢ arbre 7 au 4° arbre ?
* On désigne par d, la distance du puits au n**™ arbre. Galculer d,,,, en fonction de d,.

* Le jardinier fait un trajet aller-retour au puits pour chaque arbre ; calculer la distance qu'il doit par-
courir pour arroser les 7 arhres et revenir au puits.

Soit (w,),, . ; une suite numérique.
(u,) est une suite arithmétique s’il existe un nombre réel r tel que, pour tout n élément de E, on a :

un+1 = un +T.

Le nombre réel r est appelé raison de la suite (u,).

Remarque

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
e Sir> 0, alors la suite (u,) est croissante.

* Sir< 0, alors la suite (u,) est décroissante.
® Sir =0, alors la suite (u,) est constanie.

Exemples
u, =-1

* Soit (u la suite définie par : { .

(@dn e N P VneNu, =u,—3.
(u,) est une suite arithmétique de raison — 3 et de premier terme —1.
e La suite des nombres entiers naturels impairs est une suite arithmétique de raison 2 et de premier
terme 1.
= La suite des nombres entiers naturels multiples de 5 est une suite arithmétique de raison 5 et de premier
terme 0.

Propriété '

Soit (uz,) une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.
Pour tout nombre entier naturel n,ona:u,=u,+nr.
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Démonstration
1"¢ méthode 2¢ méthode
En appliquant n fois la définition, on obtient les | On fait un raisonnement par récurrence.
égalités suivantes : u, = Uy + T —On a: u, = uy + 0r; donc la propriété est vraie
Uy =t +r pour n = 0.
=t 4 — Pour tout entier naturel k, on a :
il siw, =uy+kr,alorsy, . =u +r

=uy+kr+r

u =i +r.
n n—1 :u0+(k+1]7‘.

On additionne membre 4 membre ces n égalités et

on simplifie. Donc pour tout entier naturel n, on a :
On obtient : W,=uy+nr. u, =u, + nr.

Bemargues

® On déduit de la propriété précédente que, pour tous nombres entiers naturels n et k, ona :
u,=w +(n-kjr.

En particulier, si (w,) a pour premier terme u,, le terme général est : u, =u, +(n-1)r.

e Soit [un)n < n la suite de terme général an + b, ot1 a et b sont deux nombres réels donnés :
ona:u,  =aln+ 1]+b=(an+b)+a=un+a.

Donc, (u,) est une suite arithmétique de raison a et de premier terme b.

Pour démontrer qu'une suite (u,) est arithmétique, on peut utiliser I'un des procédés suivants.
 » Etablir que la différence de deux termes consécutifs est un nombre réel indépendant de n :
U= =7
* Eerite , sous la forme u, = an + b, ol a et b sont deux nombres réels indépendants de n. |

EmEmmE Somme de termes consécutifs

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r,
On se propose de calculer la somme S de n termes consécutifs de cette suite.
On désigne par a le premier terme et par b le dernier terme de la somme 2 calculer.

On peut écrire S de deux fagons différentes :
S=a+(@+r+@+20+ (a+ 3 +..+[a+(n—-1);
S=b+(b-1r)+(b-2r+ (b=3r+ ..+ [b-(n-1)r.

En additionnant membre 4 membre ces deux égalités, on obtient :
a+b

2.S=(a+b)+(a+b]+(a+b}+...+(a+bJ=n[a+b].Onendéduitque:S:n

"

—
n termes

La somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit par n de la demi-
somme des termes extrémes.

Exemples , [
* La somme des n premiers nombres entiers naturels non nuls est :

nn+1
1+2+3+...+n=nx-1% =ﬂz—__}

® La somme des n premiers nombres impairs est :
1+(2n~
( 211 1 —
* La somme des n premiers nombres pairsnonnuls est: 2+ 4+ 6 + ... + 2n = n(n + 1).

1+3+5+...+(2n-1)=nx
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—3.2. Suites géomeétriques

mmmmmm Définition et propriété

Un auteur arabe, Al Séphadi, rapporte que le roi des Perses demanda 4 Sessa, I'inventeur du jeu des
échecs, quelle récompense il souhaitait recevoir. Celui-ci répondit qu'il désirait simplement 1 grain de
blé pour la 1 case de 1’échiquier, 2 pour la 2° case, 4 pour la 3%, en doublant ainsi le nombre de grains
jusqu'a la 64° case. Le roi sourit de la modestie de cette demande.

Pour tout nombre entier n compris entre 1 et 64, on note u, le nombre de grains de blé correspondant &
la ni*™e case et S, le nombre total de grains de la 1 & la n'®™® case.

» Calculer u,, 1y, By, «uny Uy

 Exprimer u,, en fonction de u,_,, puis conjecturer son expression en fonction de n.

* Calculer §,, S,, 8;, S,, ¢, S

* Conjecturer ’expression de Sg,.

Pour terminer ’histoire précédente, il faut savoir que S, est égal a 18 446 744 073 709 551 615 et que ce
nombre représente une quantité de blé largement supérieure a la production annuelle de la terre entiére !

Détinition

Soit (u,),, .  une suite numérique.

(u,) est une suite géométrique s’il existe un nombre réel q tel que, pour tout n élément de E, on a :
un+1 =9 un'

Le nombre réel g est appelé raison de la suite (u,).

On suppose désormais que les suites géométriques ont un premier terme et une raison non nuls.

Exemples

* La suite (u,,) des nombres de grains de blé de I'inventeur du jeu des échecs est une suite géométrique
de raison 2 et de premier terme 1.

| o —
* Soit (v,) .

VnelNv =
(v,) est une suite géométrique de raison — 2 et de premier terme %.

W an

» e n 12 suite définie par : e
L

* Soit (w,,) la suite de terme général : w, = 107

ne N
(w,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme 1.

Propriété |
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, et de raison g.
Pour tout nombre entier naturel n, on a : u, = u,; q".

Démonstration
17 méthode 2¢ méthode
En appliquant n fois la définition, on obtient les | On fait un raisonnement par récurrence.
égalités suivantes : u, =qu, —Ona:uy=u,q°; donc la propriété est vraie pour
u, =qu n=0.
U, =qu — Pour tout entier naturel k, on a :
o " siu,=u,qf alorsy,,, =qu
: = I
— =qu,q
un_qun—l' ey qk+1
On fait le produit membre & membre de ces n éga- 0 '
lités et on simplifie. Donc pour tout entier naturel n, on a :
On obtient : u, = u, g™ u, = u, q".
P
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Bemargues

* On déduit de la propriété précédente que, pour tous nombres entiers naturels n et k, on a :
I, S,

En particulier, si une suite (u,) a pour premier terme u,, le terme général est : w,=u, g+ %
e Soit (u,), . y la suite de terme général a g, oit a et q sont deux nombres réels donnés ;
ona:u,,=aq**’=qlaq")=qu,

Donc, (u,,) est une suite géométrique de raison q et de premier terme a.

Pour démontrer qu'une suite (u,) est géométrique, on peut utiliser I'un des procédés suivants.
» Eitablir que le quotient de deux termes consécutifs est un nombre réel indépendant de n2 :
=

—n

= =4q.
e
» Fcrire u, sous la forme u,, = @ ¢, o1 a et q sont deux nombres réels indépendants de n.

mmmmmm Somme de termes consécutifs

Soit (u,,) une suite géométrique de raison gq.
On se propose de calculer la somme S de n termes consécutifs de cette suite.
On désigne par a le premier terme de la somme a calculer.

Ona:S=a+(ag+@gd+@ag’)+..+ag" 3+ (aqg) (1).
On multiplie les deux membres de cette égalité par g ; on obtient :
Sg=(ag)+(@ag)+(ag’)+...+(@ag" ) +(aqg? (2).
Par différence entre (1) et (2), on obtient : S(1 — g=a-aq*=a(l-qg".
1-g*

eSig#1l,ona:S=ax

: L~g
e Sig=1, (u,) est une suite constante et ona:S=na.

Propriété 5 ; _ e :

Soit S la somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique de premier terme a et de raison q.

. . 1-4"
*Si g#1,alors S=ax 50
1-q

*=8i g=1,alors S=na.
Exemples
¢ La somme des grains de blé de I’échiquier du savant Perse est : S, = 26¢ - 1.

; u,=2
e Soit (u,) la suite définie par :{ .
(e B VneN,un+1:—1—u.
3 n
(u,) est la suite géométrique de raison —13-— et de premier terme u, = 2.
Ona:VneN,un=2><§1;. . .
La somme des 20 premiers termes de cette suite est :
7 qZU

Ug + Uy + Uy + oo + Uy = Uy X :

o ey, Tk Sl ST

e
2 . 2 2 320 1

R, =3(1-=)=

tgtgttgee = 3(1- 53) = 2,999

3




smmmmm Limite de la suite géoméirique (¢")

Propriété ‘
Soit ¢ un nombre réel strictement positif.
+Si g=1, alors limg*=1.

n—+eo

*Si g>1, alors lim ¢" = + .
n—+eco

*Si 0<g<1, alors limg"=0.

n—+eo

D¢émonstration

e Dans le cas particulier ol g = 1, la suite est constante ; tous ses termes sont égaux a 1 et lim ¢" = 1.
e S8i g>1l,onpose:q=1+ad,aveca>0. L A
Ona:VneN, (1+ w21+ no(cf Chapitre 13 § 3.3).

Or: lim (1 + no) =+ oo ; donc : lim g™ = + o,

n-—+ n—+ee
e Si 0<q<1,0npose:q’=};;onadonc:VnE N,q“:%l.
Or:q > 1, donc : lim g™ = + < ; on en déduit que : lim g* = 0.

n—+ o n—+e

Remarque

Lorsque q < 0, les termes de la suite (q") sont alternativement positifs et négatifs ;
-si —1<q<0, alors limgq*=0;
n— -+

—si q<-1, alors la suite (¢") n’a pas de limite.

Exemples
Uy =2

Yne N, u d

u

On reprend la suite (w,),, . définie par : {
O E n'

On désigne par S, la somme des n premiers termes de cette suite.

1
-5 1
Ona:VneN,§5 =2x 1=3(1~—§). .
P o
o 3
Or: lim 3" =+ ;donc: lim S, = 3.
n—+ o n—+ee

3.3, Travaux dirigés

mmmmmm Suite arithmético-géométrique
Uy, =2

Soit (un] Vne Nyu, .= % u, + 4.

ne N

la suite définie par: {

1°) Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, JIR

a} Tracer les droites (&) et (A) d’équations respectives y = % x+4 et y=x, puis construire les 4 pre-
miers termes de la suite (u,) sur I'axe des abscisses.

b) Utiliser cette construction pour conjecturer le sens de variation et la limite de (u,,).
2°) Soit (v,),, « n
a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique.

la suite définie pour tout entier naturel n par: v, = u, - 8.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
¢) En déduire la limite de la suite (v,), puis de la suite (u,).
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Solution

1°) a) On a vu (cf. §1.2) une méthode de construction des
termes d’une suite définie par une formule de récurrence.

La figure ci-contre illustre cette construction.

b) Le graphique conduit & conjecturer que la suite (u,)
est croissante et converge vers 8.

2°)g)Ona:
Yne N’Un+1=un+1_8= % u +4-8
1 1
= E[uﬂ—B]: Evn.

Dong, (v,)) est une suite géométrique de raison % et de
premier terme v, tel que : v, = u; -8 =~- 6.

b)Ona:Vne N,v, =- Ef-j;l-;

donc:Vne N, u,=- 2%+ 8.

c)Ona:0<%<1;donc: limwv, = 0.
n—+eo

On en déduit que : lim u, = 8.
n—+oo

WE XerciCes B /i

3.0 Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de la suite (u,), . , définie par :
au,==n ;

5

u, =4
) VneNu —2u

ne1 =
clu, = g+t i

g u,=-1
){Vne N, u

Soit (v,),, .+ la suite définie par :

ni1~ Up =5

3b

v, =2
{ VneN*v,,-0,=05"
1. Quelle est la nature de cette suite ?
Donner une expression de son terme général.
2. Calculer la somme des 20 premiers termes
de cette suite.
3. On désigne par s, la somme des n premiers
termes de cette suite.

Déterminer n pour que s, = 1 422.
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3d

On consideére la suite géométrique de raison %
et de premier terme — 1.

Déterminer, pour tout nombre entier naturel n, la
somme S des n premiers termes de cette suite.
Quelle est la limite de la suite (S,) ainsi définie ?

Déterminer la raison d'une suite géométrique
dont le 3¢ terme est 729 et le 8° terme est 3.
Quel est le 1°F terme de cette suite 7

Quelle est la limite de cette suite ?

Soit (u,),, . n~ la suite définie par :
30 + 31 4 ... + 31
: M gn *

1. Calculer Uy, Uy, Ug, Uy

2. Donner une expression de u, en fonction de
n et calculer, & 10~ prés, les valeurs de u,, u,,
Uy,

3. Démonirer que cette suite a une limite et cal-
culer cette limite.




"

A\

~ Exercices

APPRENTISSAGE

(Généralités

1 On donne : & = 3,14159265458...
On désigne par (u,) la suite des arrondis d'ordre n du
nombre 7. Ecrire les 10 premiers termes de (u,).

2 On donne les premiers termes d'une suite (u,).
Conjecturer, dans chaque cas, les trois termes suivants.
a)0,1:0,101; 0,101 001 ; ...
ppL,3.7.15.

2 47 g At
GJt i 203 50 58y 18 20 v

3 Soit une droite (@ (@) et O un point extérieur & (9).
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on se
propose de déterminer le nombre u,, de triangies que l'on
obtient en reliant n points de la droite (%) au point O.

1. Déterminer u,, u, et u,.
2. Conjecturer une relation entre u, _ , et u,.
Veérifier : que uy = 36 et w,,=45.

4 soit {u,), . 12 suite de terme général : 1, = n2.
Démontrer que :
aJVne N, u, =4u ;
bjVne N*,u, , +u, ,=2u, +2.

5 soit (v,),, « o la suite de terme général :
v,=2+n(-1)"
Calculer les 5 premiers termes de cette suite et repré-
senter ces teIrmes sur un axe.

6 1. plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
Soit (w,),, . n la suite définie par :

uy=-1
2+ 2u,

Ve Nty =73 e
n

1. Construire la courbe représentative (€) de la fonction
2x+2
=5
x+2
droite (%) d’équation y = x.
2. En déduire une construction des 4 premiers termes
de cette suite sur l'axe (OI).

dans l'intervalle ]- 2 ; + o[, ainsi que la droite

7 1e plan est muni du repére orthonormé (O, LIk
Dans chacun des cas suivants, représenter sur l'axe des
abscisses les 5 premiers termes de la suite (u,).

uu—l
a]{ b
Vne Myu,  =1+2Vu,;
% ;
uy=
b)
VneNu, =1+

Uy =3
c}{

.1 2
VneNu,, = u 3.

=

A7

[ tude d’'une suite numérique

8 Soit (u,),, . - la suite de terme général : u, = =~
1. Calculer les 3 premiers termes de la suite.
2. Etudier le signe de l'expression u,,, — u,,.
En déduire le sens de variation de cette suite.

9 Soit (» u,), .y~ la suite de terme général :

u _J1+«.}1+ N

(L'expression comporte n radicaux.)

a) Calculer u,, u,, u,.

b) Conjecturer une expression de u,, en fonction de u,_,.
¢) En déduire le sens de variation de cette suite.

10 Dans chacun des cas suivants, déterminer le
signe, le sens de variation et la limite, si elle existe, de
la suite (u,)

ne N o
n n
alu, = —— : blu = )
Jup n+1 ), 1 + n?
3 n?
cu = ———— g dlu, = :
)y, —4n? -5 Jup n+3
elu, _\n2+1 ; flu, = =
YnZ +1

11 e plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).
(‘¢) est la représentation graphique d'une fonction
numeérique fet (A) la droite d'équation y = x.

N A s

Y

Ol |
Soit (u,)) la suite définie par :

=—1
{ Yne N u,, =flu)
1. Construire, sur I'axe (OI), les 4 premiers termes de
cette suite.
2. Conjecturer le sens de variation de cette suite.
3. Donner un encadrement de sa limite éventuelle par
deux nombres entiers consécutifs.

12 Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, ).
Dans chacun des cas suivants, représenter sur l'axe des
abscisses les 4 premiers termes de la suite (u,), puis
conjecturer le sens de variation et la limite de cette suite.

u, =0

GJ{V - 1 .
ne N,un+1——§un+3 :
Uy = >

bj{ & u,
VHEN um_l: m

n
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13 Le plan est muni du repeére orthonormé (O, I, J).
Dans chacun des cas suivants, calculer et représenter
sur I'axe des abscisses les 5 premiers termes de la suite
(u,), puis conjecturer le sens de variation et la limite de
cette suite.

u0=—1

a}{ z
VeeNuw =02u’+u +1;
u, =—3

b}{ ; 2
Yne N,un+l=—~§un+2.

14 Soit (w,), « w~ la suite de terme général :
1
U= —
T aln+1)
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que:

Yne N*,un=—a—+

n n+1°
2. Calculer, en fonction de n, la somme s, des n pre-

miers termes de cette suite.
3. Calculer la limite de la suite (s,).

Suites arithmétiques, suites
géométriques

15 Dans chacun des cas suivants, préciser si la
suite (u,), .  est arithmétique, géométrique ou ni I'une,
ni l'autre,

alu, =(-1)" : b}un=2"—3“ ;
cJu,=-3(n+2) o dlu,=(-3)n*2;
eJu,=(-3)"+2 ;o flu, =107,

16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(u,) est une suite arithmétique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.
aJVneN,u =4-3n~1);

U, =~—1
b]{
Yne N,Sun+1=5un—2-

17 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(w,) est une suite géométrique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.
alVneN,u,=2m+3 bjVneN,u, =41,

n n+2
234n ; djVnEN,un=25n.
18 Soit P, g, p' et ¢ quatre nombres entiers natu-
relstelsque:p+qg=p +q.
1. Démontrer que pour toute suite arithmétique (),
ona:u +u =u_,+u..
2. Démontrer que pour toute suite géométrique (v,),

= Xp = f D .
ona Up T"q UPXLq

c)]Vne N, u, =

19 X, y et z sont, dans cet ordre, trois termes
consécutifs d'une suite arithmétique.
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est
9 et la somme de leurs carrés est 59.

20 X, y et z sont, dans cet ordre, trois termes
consécutifs d'une suite géométrique croissante.
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est
63 et la somme de leurs inverses est T
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21 Pour tout entier naturel n, calculer en fonction
den:
a)s;=1+10+20+ 30+ ...+ 10n;
b]s,=1+10+ 100 + 1 000 + ... + 10" ;
6]83=1—10+1DO——1000+... + (= 1)*10™,

22 Dans un pays de 50 millions d'habitants, le taux
d'accroissement annuel de la population est de 20 %
Quelle sera la population de ce pays dans 1 an ? dans 2
ans ? dans 10 ans ?

23 Soit (), < n+ la suite définie par :

u, =1
{Vne N, up =1+ 10u,
a) Calculer Uy, Uy, U, et ug.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,
est la somme de n termes consécutifs d’une suite géo-
métrique que I'on déterminera.
¢] En déduire l'expression de u, en fonction de n.

24 soit (u,), e iy et (), o  les suites définies par:

u; =6
L ]
{ VYne N,um_l:
*Vne N, v, =u, —1.

1. Démontrer que (v,) est une suite géométrique.
2. Exprimer v, et u, en fonction de n.
3. En déduire les limites des suites (u,) et (v,).

S

4
un+—5~,

25 Soit o un nombre réel et (u,), < - la suite de
terme général : u, = (cos ).
1. Etudier cette suite lorsque :
a)o=0[2n]; bja=x[2n] ; c) o= T [n].

2. On suppose ¢ différent des valeurs précédentes.
Etudier la convergence de la suite (u,).

26 Un propriétaire désire vendre sa maison qui
comporte deux étages de 16 marches chacun. L'acheteur
devra payer 10 F pour la 1* marche, 20 F pour la 2¢
marche, 40 F pour la 3° marche, ainsi de suite, en dou-
blant chaque fois jusqu'a la derniére marche.

Quel est le prix de vente de cette maison ?

27 Le loyer mensuel d'une maison est de 50 000 F
CFA. Ce loyer augmente chaque année de 6 %. )
1. Quel sera le montant du loyer dans 8 ans ?

2. Au bout de combien d’années le loyer aura-t-il doublé ?
3. Calculer le total des loyers payés pendant les 10 pre-
miéres années.

APPROFONDISSEMENT

28 Dans un village d'Afrique, vit un trés vieil
homme, au milieu de ses enfants, petits-enfants, arrisre-
petits-enfants et arritre-arridre-petits-enfants. Chacun
d'eux a le méme nombre n d'enfants (sauf les arriere-
arriére-petits-enfants qui n'ont pas encore procréé) et
tous sont en vie.

1. Calculer, en fonction de n, le nombre de membres de
cette famille.

2.0n suppose que la famille comprend 2 801 per-
sonnes. Combien le patriarche a-t-il eu d'enfants ?




29 Des élections opposent n candidats au pre-
mier tour. Chacun d'eux réunit exactement deux fois
plus de voix que son suivant immédiat.

Pour tout entier naturel k tel que k e [1 ; ], on désigne
par v, le nombre de voix obtenues par le candidat placé
au Jc®me rang,

1. Démontrer que (r;) est une suite géométrique et
exprimer vy en fonction de k et de v,.

2. a] Calculer, en fonction de n et de v,, le nombre total
de voix réunies par les n candidats.

b) On suppose que, pour étre élu au premier tour, un
candidat doit obtenir plus de la moitié des suffrages
exprimés. Un second tour est-il nécessaire ?

3. Déterminer le nombre de candidats a cette élection
sachant qu’il y a 945 votants et que le candidat élu
obtient 480 voix.

30 Un homme veut placer la somme de 1 000 000 F
au taux annuel de 6,5 %. Il peut le faire de deux fagons :
° placement & intéréts simples (chaque fin d'année, le
capital produit le méme intérét) ;

* placement a intéréts composés (chaque fin d'année,
l'intérét est capitalisé).

On désigne respectivement par C, et D_ les valeurs
acquises par le capital au bout de n années dans chacun
des cas.

1. a) Calculer G,, G, et C,.

b) Exprimer C,, en fonction de C,,_,.

En déduire que (C,) est une suite arithmétique, dont on
précisera la raison.

2. a) Calculer D,, D, et D,.

b] Exprimer D,, en fonction de D, _,.

En déduire que (D,) est une suite géométrique, dont on
précisera la raison.

3. Calculer, dans chacun des cas, la valeur acquise par
le capital au bout de 10 ans.

31

« Je suis UN qui devient DEUX,
Je suis DEUX qui devient QUATRE,
Je suis QUATRE qui devient HUIT,
mais Je suis UN qui protége cela. »

La figure ci-dessus est une représentation de l'unicité
de Dieu dans la mythologie égyptienne.

On suppose que le cercle initial a pour rayon 1.

1. a) Combien y a-t-il de cercles coloriés aprés n divi-
sions ?

Calculer, en fonction de n, le rayon r, de chacun de ces
cercles.

b) Démontrer que (r,,) est une suite géométrique dont on
déterminera le premier terme et la raison,

Calculer la limite de la suite (r,).
2. On désigne par a, l'aire totale coloriée aprés n divi-
sions.

a) Exprimer a,, en fonction de n et démontrer que (a,,)
est une suite géométrique dont on déterminera le pre-
mier terme et la raison.

b) Calculer la limite de la suite (a,,).

32

B C

ABCD est un rectangle tel que ;: AB = 30 et AD = 40.
e AB,C,D, est le rectangle inscrit dans ABCD tel que :

> 2 > > 3 >

AB; = 2 AB et AD, = 3 AD;

* AB,C,D, est le rectangle inscrit dans AB,C,D, tel que :
> 2 > > 3 Tt

AB,= Z AB, et AD,= 32 AD,;

On désigne respectivement par [, L, et a, la largeur, la
longueur et l'aire du n'*™ rectangle obtenu.

1. Démontrer que les suites (1), (L,) et (a,) sont des
suites géométriques dont on précisera la raison et le
premier terme.

2. Galculer la limite de chacune de ces suites.

3. Pour tout nombre entier naturel n non nul,

On.pose : S, =@, +dy + .. +a,

a) Calculer s en fonction de n.

b) Démontrer que la suite (s,) admet une limite égale a
l'aire du rectangle ABCD.

33 Les carrés emboités

ABCD est un carré de c6té 10 cm.

A B,C.D, est le carré inscrit dans ABCD tel que :

Ay, By, G, D, sont les milieux respectifs des cétés [AB],
[BCI, [CD], [DA]

On construit ainsi une suite de carrés dont les sommets
sont les milieux du carré précédent.

1. Calculer A,,B,, et A,.B,. ainsi que les aires des car-
rés correspondants.

2. On désigne respectivement par c,, et a,, le coté et I'aire
du carré A B,C.D,.

a) Démontrer que les suites (c,) et (a,) sont des suites
géométriques et préciser leurs raisons respectives.

b) Calculer ¢, et a, en fonction de n ainsi que les
limites des suites (c,) et (a,).

34 Les points sur une spirale
On construit une suite de points A , n € N, tels que :
e O et A, sont donnés, avec OA, =16 ;
e pour tout entier naturel n, le triangle OA A, ., est rec-
tangle isocele en A, .

Ao A
Az

ASTS Ao
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1. Soit () _ 12 suite de terme général : u, = OA .

a) Calculer Uy, Uy, Uy, Us.

b) Démontrer que (u,) est une suite géométrique.
Exprimer u,, en fonction de n et calculer la limite de la
suite (u,).

2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

S, = AjA, + MAALF L+ B A

a) Calculer s, en fonction de n.

b) Calculer la limite de la suite (s,)-

3. Soit (a,), ..  la suite définie par : a, =aire (OA A
a) Calculer a,, a,, a,, a,.

b) Démontrer que (a,) est une suite géomeétrique.
Exprimer @, en fonction de n et calculer la limite de la
suite (a,).

¢) Exprimer, en fonction de n, la somme o, des n pre-
miers termes de cette suite et calculer la limite de la
suite (o).

350n donne un .
carré de coté 1. On parta- = {
ge ce carré en 9 petits car- i )
rés de méme coté, puis on
colorie le petit carré cen-
tral. On fait la méme opé- —
ration avec chacun des 8 : :
carrés restants (voir figure - = — q
ci-contre). On répéte cette T — J‘ — J
opération n fois. e
1. Déterminer, en fonction de n, le nombre de carrés

?‘H".l)'

non coloriés de coté [%)".

2.0n désigne par a, 'aire totale des carrés coloriés
aprés n opérations.

a) Calculer a,, a,, a,.

b) Exprimer a, en fonction de n.

¢) Calculer la limite de la suite (a,).

36 Soit (u,), . -~ la suite définie par:

{ u, =1
VreN*u ,=u, + ‘llﬁ
1. Calculer uy, uy, u, et u..
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,
est la somme de n termes consécutifs dune suite géo-
métrique dont on précisera le premier terme et la raison.
3. En déduire une expression de u, en fonction de n et
démontrer que la suite (u,) est convergente.
4. On désigne par S, la somme des n premiers termes
de cette suite. Démontrer que :

10n 10 1
Sn=T+ —97 (Eﬁ —1).
Calculer la limite de la suite (8,)-

37 On considére la suite (u,), « n~ définie par :
u, = 0,19
u, = 0,199

u, = 0,199...99 (n fois le chiffre 9).

1. Conjecturer une formule de récurrence exprimant u,
en fonction de L/

2. En déduire que : V n e N*, u,=02-— 10%1 :

3. Calculer la limite de la suite ().
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38 Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J).
On considére la suite numérique (u,),, _ », définie par :

{ u,=4

1
VneNu,, = 7 U — 3.
1. Construire les 5 premiers termes de cette suite sur
l'axe des abscisses,
2, a) Démontrer que :
Y ne N*, Uy = Uy =5 [un—un_ll. '
b) En déduire que: Vne N, u,,, —u,=-5 (—)”.
¢) Quel est le sens de variation de la suite (w,)?
3. a) Démontrer que ;
Vne N*,un+6=l(u 4 +6).

2 Vm 1

b) En déduire que : V n e N, w, +6=(uy+ 6](?)". '
¢] Calculer la limite de la suite (u,).

39 Un paradoxe de Zénon
Zénon d’Eulée, philosophe grec (5° sigcle av.].-C.), ima-
gina le paradoxe suivant mettant en scéne Achille et
une tortue :
« Achille veut rattraper une tortue qui est 100 m devant
lui en courant 10 fois plus vite que n’avance la tortue.
Lorsqu'Achille a parcouru 100 m, la tortue en a par-
couru 10 ; lorsqu’Achille a parcouru ces 10 m, la tortue
en a parcouru 1, ...
Achille arrivera-t-il & rattraper la tortue ? Si oui, quelle
distance aura-t-il alors parcourue ? ».

80 Le carré C, ci-dessous a
pour coté 8.
A partir de ce carré, on construit |
une suite (C,) de carrés tels que,
pour tout entier naturel n, les
somumets du carré C,,,, sont situés |
a une distance égale & 1 des som-
mets du carré C,,.

1. Pour tout entier naturel n, on désigne par a, le coté
du carré C,
Démontrer que la suite (a,) est définie par :

a,=8

{Vne N* a,=V1+(a,, ~1)2.
2. Démontrer que la suite (@,) est décroissante et mino-
rée strictement par 1.
3. On se propose de démontrer que la limite de la suite
(a,) est 1.

v : & (an—l = 1)2
a) Etablir la relation : a, —-1=————

a, +1

b) En déduire que: 0<a, - 1< —%— (a,_, —1)%

c) Déterminer, en utilisant une calculatrice, un entier N
telquesin2N, alorson a : q, < 2.

En déduire que sin >N + 1, alors on a :

*0<a,-1< L(a, ;- 1);

*0<aq,-157.

Conclure.
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Ce chapitre a deux objectifs :
d'une part, étendre aux séries
statistiques & modalités regrou-
pées en classes les notions de
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deux caractéres quantitatifs sur
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_J_Séries statistiques présentant un
regroupement en classes

On a vu en classe de seconde que, pour réaliser I'étude statistique d’un caractére quantitatif pouvant *

prendre toute valeur sur un intervalle I, on regroupe parfois ces valeurs en classes. Ces classes sont des
intervalles qui forment une partition de 1.

Dans cette lecon, on ne considére que des séries statistiques 4 modalités regroupées en classes. Une telle
série, comportant p classes de bornes Ay Qg5 Ay, @, fo, Sy <1 % s ap}, est notée :

(lazy s al.n), o ;- ot n; est leffectif de la classe [q; , ; .

=D

—.1.1. Effectifs cumulés, fréqguences cumulées

mmmmmm Infroduction

On arelevé la distance parcourue par chacun des 150 taxis d’une compagnie entre leur mise en circula-
tion et leur premiére panne. Les résultats de cette enquéte sont résumés dans le tableau ci-dessous, les
distances étant exprimées en milliers de kilomatres.

Distance parcourue [0;5] [5;70  [7:9] [9;15]
Effectif (n)) 15 | 78 36 21
Fréquence (f}) 10% 52% 24% 14 %

Cette série statistique est représentée graphiquement par
I’histogramme ci-contre. Les aires des rectangles sont pro-
portionnelles aux effectifs des classes correspondantes.

Comme cela a été fait pour les séries statistiques a modali-
tés non regroupées en classes, on dresse les tableaux des

effectifs cumulés croissants et décroissants. 0 5 7 9 5
Distance parcourue [0; 5] [5;71 [7;90 [9;15]

Effectif cumulé croissant 15 93| 129 | 450

Effectif cumulé décroissant | 150 | 135 57 21

De facon plus générale, pour une série statistique e, . sal . B e 5

* 3 k
o Peffectif cumulé croissant de la classe la,_; ; a;l est: i§1ni SR (PR S T

P
o 'effectif cumulé décroissant de la classe la_, ; al est: igknt. =N+, +.tn

-
Dans le tableau précédent, la troisiéme colonne, par exemple, s'interpréte ainsi : 129 taxis ont parcouru
au plus 9 000 km et 57 taxis ont parcouru au moins 7 000 km avant d’avoir leur premiére panne. On en
déduit le tableau suivant.

a; 0 5 7 g | 15

Nombre de taxis ayant parcouru au plus @, (x 1 000 km) 0 15 | 93 | 129 | 150
Nombre de taxis ayant parcouru au moins g, (x 1 000 km) | 150 135 57 21 0

Dans ce tableau, la somme des effectifs de chaque colonne est égale a Ieffectif total.
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Ces résultats sont représentés par les graphiques suivants.

nombre de taxis nombre de taxis
150 150¢
135
129
93
57
15 ——T &

0 5 . @9 15 distance 0 5 7 0 15 distance
- Effectifs cumulés croissants s Effectifs cumulés décroissants i

Bemargue

On obtient de maniére analogue les tableaux et les graphiques des fréquences cumulées croissantes ou
décroissantes.

mmmmmms Polygones des effectifs et des fréquences cumulés
Reprenons l'exemple précédent.

Les données ne nous permettent pas de déterminer, par exemple, le nombre de taxis ayant parcouru au
moins 7 500 km avant la premiére panne.

Le graphique des effectifs cumulés décroissants permet cependant d’en déterminer une estimation. Pour
cela, on joint les points consécutifs de ce graphique par des segments (figure 1).

Le point d’abscisse 7,5 de la ligne brisée ainsi obtenue a pour ordonnée 48.

On estime & 48 le nombre de taxis ayant parcouru au moins 7 500 km avant la premiére panne.

Ce graphique est appelé polygone des effectifs cumulés décroissants.

nombre de taxis nombre de taxis
150 8= £~ i T 1 e i ™ = ‘
L1 § : { B e TR TS B o S
' o _\ m§, frese V.Il,_mw"_...".m;m..m s = G i i u + } + it
T fofrigecit meghastong + et
$00 et b f 100 fttd L bl | L
18 o + i + — + . i 1:. :‘, 3
ik ELES o T 1 et b L b . - 3
j Lo of s 1 Lol ] F ‘
B N ;,,.ﬂ}--_ =0 : + R O TR VR L T—+ ; 4] B!
48 = ] ! 50 g R !
R T . T —t— S o T +
-1 t : T —— N R B A -
PN L AL O S ¢ £ ———— [a] S 4;,._ - % : 5
0 = o
0 5 5 10 15 distance 0 5 10 15 distance
Polygone des effectifs cumulés décroissantsParcourue Polygone des effectifs cumulés croissants Parcourue
(figure 1) (figure 2)

On construit de maniere analogue le polygone des effectifs cumulés croissants (figure 2), ainsi que les
polygones des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.

Bemargues

e Le polygone des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants) est la ligne brisée reliant les
points consécutifs du graphique des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants).

e Si on suppose que la répartition des individus dans chaque classe est réguliére, pour tout point M de
coordonnées (x ; n) du polygone des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants), n est
le nombre d’individus dont la modalité est inférieure (respectivement supérieure] d x.
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Exemple

Le tableau suivant donne la répartition en classes d’amplitude 5 des tailles en cm de 40 individus.
Classe [155 ; 160[ | [160 ; 165] | [165 ; 170[ | [170; 175] | [175; 180[ [180;185[
Effectif 3 | 8 LR 7 2
Borne supérieure 160 165 170 175 | 180 185
Effgctlf cumulé 3 | 11 ! 21 31 ! 38 40
croissant ‘ | . |

On en déduit le polygone des effectifs cumulés nombre d'individus

croissants représenté ci-contre. 40 b~ U ——— ;

On se propose d’estimer le nombre d’individus ‘

mesurant moins de 177 cm. Nof—F——— i | |

Soit n,; I'ordonnée du point d’abscisse 177 de ce 00—t —F— A L

polygone. | % |

Ce point appartient a la droite passant par les K [ ! |

points de coordonnées (175 ; 31) et (180 ; 38). 90— | SR } | |

Opa:_M—31 _ 38-31 | | .

$177-175 © 180-175 ° _ : ; J

Done { f, = 33 .8 s e T T 5‘

Ce procédé est appelé interpolation linéaire. == — S |

On estime a 34 le nombre d’individus mesurant [ | | : |

moins de 177 cm. 0 160 170 177 180 taille

Caractéristiques de position

memmmm Classe modale

Définition

Soit une série statistique présentant un regroupement en classes.

On appelle classe modale de cette série toute classe d’effectif maximal.

Exemple
Dans I’exemple introductif (distances parcourues par les taxis), la classe modale est [5 ; 7],

Remarques

* Une série statistique peut avoir plusieurs classes modales. Par exemple, la série des tailles de
Pexemple précédent a deux classes modales - [165 ; 170{ et [170 ; 175/.
® Le centre d’une classe modale est appelé mode de la série statistique.

Médiane nombre de taxis
150

Reprenons I'exemple introductif (§ 1.1.). Pk
L'effectif total de Ia série est 150. e
On représente sur le méme graphique les polygones HEEN \
des effectifs cumulés croissants et décroissants. 100 —— :
Ces polygones sont symétriques par rapport a la ‘
droite d’équation n = 75. Donc leur point d’inter- -
section a pour ordonnée 75. Soit X, son abscisse.

- e JTB=18 . B3-15  Epledet—b
Ona..xUE[5,7[,don=:.xo_5 iy = N /

T S T . -

4 e
{
I
=

L L g
~
or

ol et} 10 #pan pete el LLE 25
Onendedmt.xo_5+%,donc.x0 = 6,54. 1L ol |

On estime que la moitié des taxis ont parcouru au ‘ | 6B . ., distance
plus 6 540 km avant la premigre panne. 0 5., %8 10 (s
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Le nombre 6,54 partage la population de la série en deux parties de méme effectif. Ce nombre est appe-
1é médiane de la série.

Définition
Soit une série statistique présentant un regroupement en classes, d’effectif total N.

On appelle médiane de cette série le nombre réel M tel que le nombre d’individus de modalité

supérieure a4 M et le nombre d’individus de modalité inférieure & M soient tous deux égaux a LIS

2
B emargues

La détermination de la médiane se fait aussi & I'aide des polygones des fréquences cumulées croissantes
ou décroissantes. C’est I'abscisse du point de ces polygones qui a pour ordonnée 50 %.

mummmsn  Moyenne

Si, dans une série, les modalités des n; individus d'une classe [a,_; ; a;[ de centre x; sont réguliérement

réparties dans cet intervalle, alors la moyenne arithmétique de ces modalités est x; et leur somme est n, x;.

La définition suivante est donc justifiée par I’hypothése d’une répartition réguliere des modalités dans
chacune des classes de la série considérée.

Définition

Soit (Ia,i_1 saf, ni)l = i< pune série statistique.

" On appelle moyenne de cette série ]a moyenne x de la série statistique (x;, n;); - ; - pr 00 X; est le

centre de la classe [a; , ; a].

; ’ : " =_1 & : : :
Si N est Deffectif total de la série,ona:x = N i§1ni X Classe |Gentre de la] Effectif| %,
Exemple classe (x;)  (n) |
0 . 2 | ‘ T
Reprenons I’exemple introductif (§ 1.1). [0; 5] . 2,5 | 15 | 37,5
On déduit du tableau ci-contre que : x = 10255 6.87. [5;71 | 6 7_8 | 468
i =8 [7;9[ | 8 36 288
Les taxis parcourent donc « en moyenne » 6 970 km L | |
avant leur premiére panne. [9; 15[ | 12 | 21 | 252
Total [~~~ | 150 10455

, Caractéristiques de dispersion

Pour calculer les caractéristiques de dispersion d’une série statistique présentant un regroupement en
classes, comme pour le calcul de la moyenne, on remplace chaque classe par son centre.

Définition

Soit ([ai_1 sl "i)1 <i<pune série statistique d’effectif total N et de moyenne x.

Pour tout nombre entier i tel que 1 < i < p, on désigne par x; le centre de la classe [a, , ; a;[.

; ; i =
« Lécart moyen est le nombre réel ¢, tel que: e, = N Zn b, - x|.
. : Tl <
+ La variance est le nombre réel V tel que : V = N P (xi - x) .
« L'écart type est le nombre réel o tel que : 6= |V ..

Bemargue

Dans la pratique, le calcul de la variance se fait a 'aide de la formule de Koenig :

V= (% i)inixf) - X2

Statistiques 305




Exemple

Reprenons I'exemple introductif (§ 1.1). ;
Classe  Centre dela  Effectif lx; — x| nx, — i o n’

. classe (x;) | (n,) ‘ ‘ |

[0; 5] &6 1 s | w@p  [aeRs, |.  6es | .8
[5; 71 6 78 | 0,97 75,66 | 36 2 808
[7;90 @ 8 B 108 | ‘azps. | 64 2304
[9;15] | 12 21 | 503 | 10563 | 144 | 3024
Total [ B 150 N 25512 [ 8 229,75

On déduit du tableau précédent que :

_ 285,42 _ o JBBBRGE s .
ey ="qgg— =1.9028; V=252 —6,972=6,2841; 6= 2,506 8.

WE XE€TICICeS Borr i s

l.a Une enquéte sur la durée en minutes des communications passées d’une cabine téléphonique a donné les
résultats suivants.

Classe | [0;10  [s20 | [2;80 | [3;50 | [5;100 | [10; 15l
Effectif 30 | 54 51 45 | 63 57

1. Construire un histogramme représentant cette série.

2. Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants, puis construire les polygones des
effectifs cumulés croissants et décroissants.

3. A l'aide d’interpolations linéaires, déterminer le nombre de communications dont la durée :

aj est supérieure 8 4 min ;  b) est inférieure 2 7 min ; ¢) est comprise entre 4 et 7 min.

1.b  Les moyennes des notes obtenues par les 50 candidats 4 un concours se répartissent comme suit.

Classe [0;4[  [4;80  [8;12[  [12;16[ [16;20[
Effectif 5 | 24 | 20 | 2 T =

1. Dresser le tableau des fréquences cumulées croissantes et décroissantes, puis construire les polygones
des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.
2.a) Déterminer la classe modale et la médiane de cette série statistique.

b) Déterminer la moyenne des notes obtenues par 1'éleve qui s’est classé quinziéme au concours.

1.c  On amesuré la taille en centimetres dg 40 individus (exemple du § 1.1.).
1. Calculer la médiane et la moyenne x de cette série.
2. Compléter le tableau suivant.

Classe Centre de la classe (x) = Effectif (n) lx, — x| njr, - x| nx? |
[155; 160[ | 5 ' ' | J
[160; 165] ! 8 f
[165 ; 170[ ‘ 10

[170 ; 175] ' 10

[175; 180 | :

[180 ; 185[

“Total | T I ;

3. Déterminer I’écart moyen et 1’écart type de cette série.

1.d on reprend les données de 1'exercice 1.b.
1. Calculer la moyenne x de cette série statistique.
2.a) Calculer la variance V et I’écart type . (On donnera les résultats ¢ 10-3 prés.)
b) Quel est le pourcentage d’éléves dont la note appartient a l'intervalle ¥ — 6 ; % + o[ ?
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On peut, sur une population, étudier deux caractéres quantitatifs ; la modalité associée & chaque indivi-
du est alors un couple de nombres réels. On construit ainsi une série statistique & deux caractéres, ou
série double.

.. Organisation des données

mmmmmsm Infroduction
On a relevé le poids (en kg) et la taille (en cm) de 30 personnes ; on a obtenu les résultats suivants.

Poids (x)[ 65 [ 68 | 62 | 62 68 68 59 | 71 | 74 | 68 | 68 74 71 | 65 65
Taille (y) | 165 | 177 | 174 168 165 171 165 177 174 | 171|165 174 174 174 171

Poids (x)| 62 65 | 68 71 65 74 74 71 65 77 | 74 62 77 68 71
Taille (y)| 174 | 174 | 171 171 174 168 177 174 165 180 177 168 180 171 174

Ces données permettent de définir deux séries statistiques & un caractere, (x; , n,) et [yJr ; nj], représentées
par les deux tableaux suivants.

x, |59 62 65 68 71| 74| 77 y; | 165 168 171 174 177 | 180
m | 1 | 2. L6 % ]85 ] 5] 2 n,| 5] 3] 6 [10] 4] 2

Soit X = {59, 62, 65, 68, 71, 74, 77} et Y = {165, 168, 171, 174, 177, 180}.

A chaque couple (x; , y;) de 'ensemble X x Y, on associe le nombre d’éléves ayant le poids x; et 1a taille
y;; ce nombre est noté n.

On définit ainsi une série statistique @ deux caractéres ; n; est appelé effectif de la modalité (x; , y)).

Cette série, notée (x; , y; , nlj], est représentée parle [ x| ? ‘ ? '
tableau & double entréé ci-contre. Y : 59 62 65 68 71 74 77 Total
Les totaux obtenus dans la derniére ligne du 165 1 0O 2 2 0 D 0| 5
tableau sont les_(\aﬂ:‘ectilfs de la sé:ri]e (xif% ni]. f s 168 0 |2 0|0 0] 1 0 3
22;1;; (Ll; lanc]lemlere colonne sont les effectifs de la 171 0 0 1 4 1 0 0| 6
g . 174| 0 | 2 | 3| 0| 3| 2| 010
Ces effectifs apparaissent « en marge » du tableau | - : ;
a double entrée ; les séries statistiques (x, ,nJet (177, 0 0 0 1 1 2 0 4
(yj , ) sont appelées séries marginales de la série 180/ 0 0 0 0 0 0 2 2
double (x, , Yj» ). Total 1 | 4 | 6 | 7 | 5 5| 2 | 30

memmmmm  Nuage de points associé & une série double
Soit (x;, Yi» nlj) une série statistique & deux caractéres quantitatifs.

Le plan est muni d’un repére orthogonal. L'ensemble des points M;; de coordonnées (x; , y;) est appelé
nuage de points associé a la série.

Dans le cas ol les effectifs des modalités (x;, yj] ne sont pas tous égaux, on représente ce nuage de points
de deux facons.

* Représentation par points pondérés : on indique & c6té de chaque point My; I'effectif n; (figure 1).
* Représentation par taches : chaque point M;; est remplacé par un disque dont 'aire est proportionnel-

le & n; (figure 2).
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Pour I'exemple introductif (poids et taille de 30 personnes), on obtient les nuages de points suivants.

) 0 y
10— : 180 | s e T —@
| i |
{ 1 2 | | |
177 b—— E 1 __T. { 1“17 S _g S 5 ___.‘:., —
' . { | |
| | | | |
7 T . 3 m?zi,_” 174 + o -
i | i |
{ | i |
’ 11 4 1 l |
171+ - | — — 171 t———pores : ,..__._...?_ S [
‘ i |
2 1 | i '
168 S — . 168 —— T“ - R
‘ 1 ‘ \ ‘
165 _A‘] Ql .._.,Qaj- - ‘ e 165 ‘ .‘M o ‘; ) ,%__ i S
0 59 62 65 68 71 74 77 & 0 59 62 65 68 71 74 77 x
figure 1 figure 2

mmmmmm Point moyen d'un nuage
Reprenons ’exemple précédent.
On se propose de déterminer le barycentre G des points pondérés (M » m)-
Ona: xg= [59+2><62+2x62+2><65+65+3x65+2x68+4x68+68+71+
IXT71+714+74+2X74+2%X74+2X77)=684;
Yo = 30(165+2X168+2x174+2x165+171+3><174+2x165+4><171+
177 + 171+ 3 X 174 + 177 + 168 + 2 X 174 + 2 X 177 + 2 x 180) = 172,1.

xg —3l(59+4><62+6xa5+7x63+5x71+5><74+2><77}=
On a également : {

yczﬁ(S><165+3><168+6><171+10X174+4X177+2X18D]=

ol X et y sont les moyennes respectives des séries marginales (x, , n,) et (y, , nJ.
G est appele point moyen du nuage associé a la série [Jcl T ]

Soit (x; , Y; » ng.] une série statistique & deux caractéres quantitatifs.
On appelle point moyen du nuage de points représentant cette série le point de coordonnées (¥, y),

ou x et y désignent les moyennes respectives des séries marginales (x;, n) et [yj : nj].

Exemple %
Les notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de bio- T (D G A e M
logie et de physique d’un examen sont indiquées dans S U SR o ———
Ie tableau suivant. 15 [— — : | i ,
Biologie (x) | 9 |12/ 569 :147 3 6 12(14 B ? T T T T T "?’7*
Physique (y)|10 13 8 10 13 17 5 8 16 16 PGSRk | EE
1,6 = —a T
T e ! S o BSE IR S M +——t Fﬁ
On remarque que, dans cette série, les effectifs des 10 el ]
modalités sont tous égaux a 1. A . = L8,
Les moyennes des séries marginales sont : T N N W
- 3+5+2X6+2x9+2x12+2x14 . e —
- 10 =43 1]
3?z5+2><8+2><1D-l:l(2)><13+2><16+17=11’6_ BN . 1
Le point moyen du nuage associé 2 la série est G(llgﬁ)‘ 0 5 910 -
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2.2, Ajustement linéaire

On considére dans ce paragraphe une série statistique a deux caracteres x et y telle que Ueffectif de cha-
cune des modalités est égal & 1. Une telle série sera notée (x; , y;); - ; < 5» 01t N est I'effectif total de la
série et (x; , y;) la modalité du i® individu.

Le nuage de points associé a cette série est I'ensemble des points M, de coordonnées (x; , y;).

On désigne par x et j les moyennes respectives des séries marginales relatives aux caractéres x et y, par
V(x) et V(y) leurs variances respectives, que I'on suppose non nulles.

EEE Infroduction

Dans le plan muni du repére (O, 1, J), on construit le nuage de points associé a la série double ; on envi-
sage trois cas.

y " y yl ., o .
] L] -]
e e ®
L] ® L ] '. [} °
e ®eove ° ° * = L
° ® ° ° » ®
(-] .. ™ L] ® .
° ° ° 3 ° @ ° L &
® ° ° c. & .
-. o p e ® " e ° - 3 ®
"._ 1= .. 5 ® ° - I ° ® . K *
s & &
. .. P . :
| flp ¥ 3 o s .
e} | o | Eo & | x
figure 1 figure 2 figure 3

La répartition des points dans les deux premiers nuages suggére une relation entre les deux caractéres x
et y ; ce n’est pas le cas pour le nuage de la figure 3.

e Le nuage de la figure 1 a une forme qui se rapproche d'une droite ; elle suggére une relation de la forme
y=ax+bh.

* Le nuage de la figure 2 a une forme qui se rapproche d'une parabole ; elle suggére une relation de la
forme y = ax? + bx + c.

Ajuster un nuage de points consiste & déterminer une courbe simple passant « le plus prés possible » des
points du nuage. Si la courbe recherchée est une droite, I’ajustement est dit linéaire.

L'objectif de ce paragraphe est de donner une méthode pour effectuer I'ajustement linéaire d’un nuage
de points. Cette méthode, dite « des moindres carrés », permet de déterminer deux droites appelées
droites de régression.

memmmm Droite de régression de y en x

Soit une droite d’équation : y = ax + b. Pour tout
nombre entier i tel que 1 < i < N, on désigne par Y
P, le point d’abscisse x; de cette droite.

La somme des carrés des distances de M; a P; est :

Z (MP)2 = Iy, - (ax, + b))

La méthode consiste 4 déterminer la droite (%), J
appelée droite de régression de y en x, telle que
cette somme soit la plus petite possible. o | -

e On suppose dans un premier temps que a est déterminé et on cherche b pour que la somme E [M B, }2
soit mlmmale

On a :lglil\/A[iPi}2 = iz;[{yi -, “xi] — b]Z
= £ [ (g, - ax)? - 2bly, - ax) + 7]
= NB? - 2b%, (y; - ax) + £, (y; - ax)?.
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On obtient un polyndme du second degré en b, de la forme : ab? + Bb + v; o étant positif, ce polyné-
i = s T i
me admet un minimum en b tel que : b = 90 = W & W a:ri).
Donc, pour une droite de coefficient directeur o, la somme ii_,l[MiPi]z est minimale pour :
_ | N 1 N ot — a2
b= ﬁiz:1yf_aﬁi§1xi_y_a‘r'
La droite () passe donc par G, point moyen du nuage.

° On suppose maintenant que : b = j — ax.
N N n .12
Ona: i%JMin)z = i}gi[(yi - y) - alx; hx)]
N N N
- B - 5 a2
=a t%{xi x) 26%1@1. x)y;-y) +Z (y; -yl

% (e, - D)y; - §)
On obtient un polynéme du second degré en a, qui admet un minimum pour a = :

El(xi =
1 N
N Iz:-l (1’1 -x)y; - y)
La droite (%) a donc pour coefficient directeur le nombre « tel que:a= )
N :');1[xl - x)?

Le dénominateur de cette expression est égal & V(x). Le numérateur est appelé covariance de la série
double et noté Cov(x, y).

Définition

Seit (x; , y;), _ ; _ \ une série statistique a deux caractéres x et y, d’effectif total N.

La covariance de cette série est le nombre réel, noté Cov(x, y), tel que :

1 N
Cov(x, y) = N El{xi = -ﬂ{y,, -y

Le calcul pratique de la covariance s’effectue en général a I’aide de la propriété suivante, dont la démons-
tration est analogue & celle de la formule de Keenig établie en classe de seconde.

Propriéte 1

Soit (x; , ¥3); - ; une série statistique a deux caractéres x et y, d’effectif total N.

N
On a: Cov(x, y) = (Flf Elxiyi) ~xy.

L'étude précédente permet d’établir la propriété suivante.
Propriété 2
Soit (x; , y;); _ ; - \ une série statistique a deux caractéres r et y telle que : V(x) = 0.

La droite de régression de y en x passe par le point moyen du nuage associé a cette série et a pour

coefficient directeur Cov (]
; . V[‘F] —  Cov(x,y) g
Une équation de cette droite est: y - 7 = R (x—x).
e sl —Th XY X
Bl 9 10— 90 | 81
L N = 156 | 144
Reprenons la série des notes obtenues par 10 éléves 5 ‘ 8 40 25
en biologie et en physique (§ 2.1.). 5% 9. 10 60 | 36
Les calculs sont généralement disposés dans un 9 T ey
tableau de la fagon suivante. o . 17 238 | 196
3 ' 5 | 15 9
6. | 8 | 48 | 386
&% | 96, | 192 |. 144
14 16 | 224 196
Total : 90 | 116 | 1180 948
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On en déduit que :

Cov(x, y) = 2 1130 - 9x11,6 =13,6;
9438

_ _ 02—
Vix) = 0 94 =13,8.

La droite de régression de y en x est donc la droite (%)
13,6 _

138 X~ 9

c’est-a-dire : y = 0,986x + 2,730.

d’équation : y— 11,6 =

EEEE

Droite de régression de x en y

Soit une droite d’équation : x = ay + b. Pour tout
nombre entier 7 tel que 1 = i = N, on désigne par

Q; le point d’ordonnée y, de cette droite. %

On cherche cette fois 4 déterminer la droite (%),
appelée droite de régression de x en y, telle que la
N

somme Ei(MiQi]z soit la plus petite possible.
Par un calcul analogue au précédent, on démontre J

que cette somme est minimale si la droite passe

par le point moyen du nuage et si a =-(%T’y} : c | &

Propriéte '

Soit (x; , y;); - ; - 5 une série statistique a deux caractéres x et y telle que : V(y) # 0.

La droite de régression de x en y passe par le point moyen du nuage associé a cette série et a pour

équation : x —x = —-(-:—qg—(yg———';’m{y -yl

B emargue

Si la covariance de la série est non nulle, le coefficient directeur de cette droite est : &
Cov(x , y)
Exemple
Reprenons la série des notes obtenues par 10
Ak biologie et en physique (§ 2.1.). y n o
éleves en g physig : '
On a le tableau suivant. TI /:
: ; 15 ./
G Y %y Y — 1 /.
9 [ 10 | 90 10 § L/
12 | 13 | 156 169 - 1| s
5 | 8 | 40 | 64 . G
6 10 | 60 | 100 10 A
9 13 | 117 | 169 ERRRERY4
14 17 | 238 289 1
3 5 | 15 | 25 e /
6 I @y P
12 16 192 | 256 , | | i
14 16 724 756 5 T T T T 11
Total :| 90 116 1180 1492 0 5 10 x
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On en déduit que : Cov(x, y)=13,6; V(y) = 4 41132 —11,6% = 14,64.
13,6

La droite de régression de x en y est donc la droite (%) d’équation : x — 9 = m(y —-11,6) ;
c'est-a-dire : y = 1,076x + 1,912. ’

mmmmmen Coefficient de corrélation linéaire

Reprenons I'exemple ci-dessus, et représentons

sur un méme graphique les deux droites de régres- Y
sion (Z) et (9’). Ces deux droites ne sont pas
confondues, mais sont « proches » I'une de 'autre.,
En effet, leurs coefficients directeurs respectifs
sont trés voisins.

On dit dans ce cas qu’il y a une bonne corrélation
linéaire entre les deux caracteres x et Y.

15

Plus généralement, lorsque la covariance de la série 10
est non nulle, les deux droites de régression sont
confondues si elles ont méme coefficient directeur,

rast-d-dive o « COVIX,Y) V(y)
c’est-a-dire si : YE9 = Eoule, o
Cette égalité est équivalente 4 : CO—VZ[x’—y) =4 3 N me
V@V T ErTe—

o]

Seit (x;, y), _ { < N Ule série statistique a deux caractéres x et y telle que : V(x) = 0 et Viy) = 0.

=

Le coefficient de corrélation linéaire de cette serie est le nombre réel r tel que : r = M

Vi Viy)
Bemargues
* On admet que : |r| = 1.
® La corrélation entre les deux caractéres x et y est d’autant meilleure que |r| est proche de 1.

Exemples

° Dans I'exemple ci-dessus, le coefficient de corrélation est rtel que : r= 0,957.
I1'y a donc une bonne corrélation entre les notes en biologie et en physique de ces dix éléves.

* Considérons maintenant la série des notes obtenues par ces mémes élaves en biologie et en éducation
physique. On a le tableau suivant.

; z
’_Biologie ERS. X 7 - 53
[xi] (Zi) |
9 ‘ 6 8.0 55 54 15
12 ‘ 13 144 | 169 = 156
5 ; 17 25 289 85
6 | 11 36 | 121 66
9 10 81 100 90 10
14 8 196 | 62 | 112
3 B i 0.0 64 24 ESEEEN R
6 _ 15 36 | 225 | g0 AENN R
12 6 144 | 36 72 BILONEENEFIAFED
14 15 196 | 225 | 210 TEEENNENEREN | |
Total : 90 | d09 948 1329 959 e | L1 [
0 5 10 &

On en déduit que : x = 9 ; z = 10,9. Donc : Cov(x,z)=959-9%x10,9=—-2,2.
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La droite (%) de régression de z en x admet pour équation : z— 10,9 = —%— (x-9);

c’est-a-dire : z = —0,159x + 12,335. 3
Ona:V(z) = 132,9 — 10,92 = 14,09 ; donc la droite (%’) de régression de x en z admet pour équation :

x—9=- 2,2 (z — 10,9) ; c’est-a-dire : z = — 6,405x + 68,541.
14,09 29
Le coefficient de corrélation de cette série est le nombre rtel que : r= - ————; donc : r=—-0,158.
y138 14,09

11 y a une mauvaise corrélation linéaire entre les notes de biologie et d’éducation physique de ce groupe
d’éleves. Effectuer un ajustement linéaire sur cette série ne se justifie pas.

-.2.3. Travaux dirigés

mummmm Ajustement linéaire par la méthode de Mayer

Le tableau suivant donne le chiffre d’affaires d’une entreprise, exprimé en millions de francs, pendant
huit années consécutives.

numéro de ’année (x;) 1 | 2 3 4 5 B 7 8
chiffre d’affaires (y,) 41 | 68 55 | 80 95 104 100 122

1°) Représenter le nuage de points {M}, _. ; _ ; associé a cette série statistique.

2°) a) Calculer les coordonnées de G, point moyen du nuage.

b) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et représenter cette droite.

3°) On partage le nuage de points en deux parties d’effectifs égaux : (M}, _; -, et (M}; ;4

a) Calculer les coordonnées de G, et G,, points moyens respectifs des nuages partiels ainsi obtenus.
b) Déterminer une équation de la droite (G,G,) et représenter cette droite.

Démontrer que G appartient a la droite (G,G,).

Cette droite est une droite d’ajustement de la série ; la méthode utilisée est appelée méthode de
Mayer (si le nombre de points du nuage est impair, on met indifféremment le point central dans I'un
ou l'autre des nuages partiels).

4°) En supposant que ’évolution du chiffre d’affaires de cette entreprise gardera la méme tendance,
déterminer ce chiffre d’affaires pour la 9¢ année :

a) 4 laide de la droite de régression de y en x ;

b) a l’aide de la droite (G,G,).

Solution
1°) Le nuage de points associé a la série est représenté ci-dessous.
2°) On établit le tableau de calculs suivant. y
X | Y X xy 1=
1 a1 | 1 41 19 st
2 67 4 134 110 F—+—
e
4 | | |
5 | 95 | 25 475 901
6 | 104 36 624 80 -
7 100 49 700 70 -
8 122 64 976 60
Total : | 36 664 204 3435 50
= 40
a)Ona:x = %—:4,5;9: 5%—4:83.

G a pour coordonnées (4,5 ; 83).

b)Ona: Covlx , y) = 2222

—4,5%83=55875; V(x) = 202 —4,52=5,25.
La droite (%) de régression de y en x admet donc pour équation : y — 83 = 595 (x—4,5);

c’est-a-dire : y = 10,643x + 35,107.

55,875
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Zf;,%/zE XCICICeS B a2 e

’ sog: Lt2+3+4  41+67+55+80) ., 2,5
3°) @) G, a pour coordonnées : ( 3 : 3 ) ;dotn: G (60’75).
hoc - [ 2FB6+7+8 05 +104 + 100 + 122 R 6,5
G, a pour coordonnées : ( 7 : s ) s d’on G, (105’25).

s 5 g 5,25 - 60,75
b) La droite (G1Gz) admet pour équation : y—60,75 = mTSS—T (x—2,5):

c’est-a-dire : y = 11,125x + 32,937.
G est 'isobarycentre des points du nuage. D'apres le théoréme des barycentres partiels, G est le bary-
centre de (G, ,4) et (G, ,4); donc G appartient a la droite (Gle).

4°) Le chiffre daffaires que peut espérer l'entreprise pour la 9° année est obtenu en cherchant l'ordon-
née du point d’abscisse 9 de la droite d’ajustement.

a) Avec la droite de régression de Yy en x, on obtient : y = 10,643 x 9 + 35,107 = 130,894,

b) Avec la droite (G,G,), on obtient : y = 11,125 x 9 + 32,937 = 133,062,

Les résultats obtenus par les deux méthodes sont donc trés voisins.

La méthode de Mayer permet généralement d’obtenir des résultals assez proches de ceux obtenus par la
méthode des moindres carrés et nécessite moins de calculs.

2.0 Dansune maternité, on a relevé, pour chacune des vingt naissances d'une journée, 'age x de la mére et le
poids y du nouveau-né. Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous.
* 122/18|20| 20|16 ][22 26 22| 18 22118 | 26| 20| 26| 18] 18] 22 | 26 22 | 20 |
y 132(28]32[36/28 28 3 28| 3| 3[34a|36[32] 3 '3 laglanlos] 3 13,2 |
1. Présenter ces données dans un tableau 4 double entrée.

2. Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et y.
3. Représenter par des taches le nuage de points associé 4 cette série double.

2b  Lorsd une enquéte poTtant sur 100 familles, on {;xi o] 11203 2] 58] 7]a
a relevé le nombre x d’enfants de chaque famil- AN ‘ | ‘ | | | !
le et le nombre y de pidces de leur habitation, Lie|@| 220|070 aeiUisp
Les résultats sont présentés dans le tableau a 2| & @]l sl7d 904 Fale | O
double entrée ci-contre. AEEEIERE Yy T e 0
1. a) Représenter & l'aide de deux tableaux les 4 0] 2 35| a5 85 3

séries marginales associées aux caractéres x et .
b) Déterminer les moyennes respectives de ces séries marginales.
2. Représenter par des points pondérés le nuage associé i cette série double ; placer son point moyen G.

2.c  On considére la série (x; , y;) déterminée par le tableau ci-contre. x -3 ] ~-1] o 5 |
1. Représenter le nuage de points associé a cette série. - i ) ’
2. Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et % - ’
une équation de la droite de régression de x en y. Tracer ces deux droites.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série.

2d  Une bille tombe dans le vide de différentes hauteurs. En ‘ ‘ .
mesurant chaque fois le temps ¢ (en secondes) de la chute L ] 020 028 035/ 040 UAj

et la vitesse v (en métres par seconde) de la bille en fin de v 2 2,7 | 32 i 4 4,5

chute, on obtient le tableau ci-contre.

1. Représenter le nuage de points associé a cette série,
2. Déterminer le point moyen de ce nuage.

3. a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série.

Sa valeur justifie-t-elle un ajustement linéaire ?

b) Déterminer une équation de la droite de régression de v en ¢. Tracer cette droite.

4. Sachant que, dans une chute libre, la vitesse s’exprime en fonction du temps par I'égalité v = gt, déter-
miner une estimation de I'accélération de la pesanteur g.
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77 °
~ Exercices

Géries présentant un
regroupement en classes

1 On a relevé dans une agence bancaire les mon-
tants, en milliers de francs, des 49 premiers versements
effectués au guichet. On a obtenu les résultats suivants.

50 300 100 800 200 30 75
250 600 260 150 45 490 400
200 375 360 620 130 1450 880

25 560 350 450 400 280 190

1180 220 520 120 900 110 350
600 850 290 1400 125 900 1000
130 1100 430 950 45 310 590

1. Regrouper ces montants par classes d’amplitude 300,
la premiére étant [0 ; 300{, puis dresser le tableau des
fréquences et des fréquences cumulées croissantes de la
série ainsi obtenue.

2. Déterminer la classe modale de cette série.

3. Calculer les moyennes respectives :

a) de la série avant le regroupement en classes ;

b) de la série obtenue par regroupement en classes.

2 On considére une série dont les effectifs cumu-
1és décroissants sont donnés dans le tableau suivant.

Classe [0; 4] [4;6] [6; 8] [8; 10[
R . 60 45 24 6
décroissant

1. Construire le polygone des effectifs cumulés décrois-
sants.

2. Déterminer graphiquement la médiane de cette série.
Vérifier le résultat par le calcul.

3. Calculer la moyenne de cette série.

3 On considére une série dont les effectifs sont
donnés dans le tableau suivant.

Classe [<2;-1[ [-1;00  [0;2] 2;4
Effectif 14 16 8 | 12

1. Dresser le tablean des effectifs cumulés croissants et
décroissants.

2. Construire les polygones des effectifs cumulés crois-
sants et décroissants.

3. Déterminer graphiquement le nombre d’individus
dont la modalité est :

a) inférieure a4 1 ;

b) supérieure a — 0,4.

4. Déterminer graphiquement l'intervalle dans lequel
on trouve :

a) les 9 individus de modalité la plus grande ;

b) les 20 individus de modalité la plus petite.

B On considére une série dont les fréquences sont
données dans le tableau suivant.

7

i

Classe [0l Bashi sl | [7510]
Fréquence | 10 % 25% | 35% 30 %
Calculer la moyenne, la variance et I'écart type de cette
série.

5 Le tableau suivant donne les durées de vie en
heures, regroupées en huit classes, d'un lot de piles
d’une méme marque pour lampes de poche.

Durée de vie| Effectif | Durée de vie  Effectif
[50;60[ @ 10 [90 ; 100] 30
60;:70[ | 15 [100 ; 110[ 20
[70;80[ | 35 [110; 120[ 15
[80;90[ | 40 (120 ; 130] 5

1. Calculer la moyenne, la variance et ’écart type de
cette série.
2. Calculer, par interpolation linéaire, la médiane de
cette série.

6 La série suivante donne la répartition des
tailles en cm de 36 éléves d’une classe de premiere.

Taille | Effectif Taille | Effectif
[145 ; 155[ | 3 (165 ; 170] | 8
{155;160[ [ 5 [170 ; 175[ | 8
[160 ; 165 6 [175;185[ | 6

1. Représenter cette série par 'histogramme des effec-
tifs.

2. Déterminer la (ou les) classe(s) modale(s) de cette
série et calculer sa moyenne.

3. Construire le polygone des effectifs cumulés crois-
sants. '

Déterminer la médiane de cette série.

7 On considére la série statistique présentée dans
le tableau suivant.

Classe | [1;2[ [2;4] [4;50 [5:6[ [6;9
Effectif 258 | 133 164 108 | 337

:

1. Construire les polygones des effectifs cumulés crois-
sants et décroissants.

2. Déterminer le nombre d’individus dont la modalité
est:

a) inférieure & 3 ;

b) supérieure a 5,3 ;

¢] comprise entre 3 et 5,3.

3. Calculer la moyenne, la variance et ’écart type de
cette série.

8 Une machine a ensacher le café produit des
sacs de 250 grammes. On a mesuré le poids net de 125
sacs produits par cette machine et obtenu la série sta-
tistique suivante.

Poids . Effectif Poids Effectif
[242 ; 244] | 2 [250;252[ | 30
[244;246] 14 [252;254] | 15
[246:248] 18 [254 ; 256[ | 4
[248;250 40 [256 ; 258] | 2

Statistiques 315

B e



1. a] Construire les polygones des fréquences cumulées
croissantes et décroissantes.

b) Déterminer la médiane de cette série.

2. a) Calculer la moyenne X et 'écart type ¢ (on don-
nera les résultats & 10-3 pras).

b) Quel est le pourcentage des sacs dont le poids est
compris :

sentre xX—G et x+a?

eentre x— 20 et ¥ + 267

9 Une étude statistique portant sur un caractére x
a permis de construire I’histogramme ci-dessous.

1. Quelle est la (ou les) classe(s) modale(s) de la série
statistique correspondante ?

2. Construire les polygones des fréquences cumulées
croissantes et décroissantes.

En déduire la médiane & l'aide d’une interpolation
linéaire.

3. Calculer la moyenne et ’écart type de cette série.

4. Sachant que Deffectif total de la population est 720,
dresser le tableau des effectifs.

10 Un controle de vitesse a été effectué sur une
autoroute ol la vitesse est limitée & 130 km/h.
La série statistique obtenue est représentée ci-dessous
par son polygone des effectifs cumulés croissants.

530 effectif cumilé croissant g

500

4592

106

32 e vitesse en km/h
0 60 8090 110 130 180

1. Etablir le tableau des effectifs de cette série statis-

tique.

2. a) Quel est le pourcentage de véhicules en infraction ?
b) On a décidé de ne verbaliser que les conducteurs
roulant & une vitesse strictement supérieure a 140
km/h. Combien d’amendes va-t-on donner ?

3. Déterminer la classe modale et la moyenne de cette

série.
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Séries statistiques a deux
caracteres

11 Soit la série statistique & deux caractéres don-
née par le tableau a double entrée suivant.

xi%j _1. 0 | 2
2_ [ 6 | 3 | 1
T - S

1. Représenter par des taches le nuage de points associé
a cette série.
2. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

12 On relevé le nombre x de sceurs et le nombre
y de fréres de chacun des 40 éléves d’une classe de pre-
miere. On a obtenu la série double suivante.

a2 | 2] 4l s
T O L
HEEENEFEAERE
2 T 35 [ & &7 =
B T & B L |0
E el 2 1 o] » T 1

1. Représenter par des points pondérés le nuage associé
a cette série.
2. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

13 Lors d’une enquéte auprés des éleves d'un
lycée, on a étudié les caractéres suivants :
e nombre x de livres lus au cours du dernier mois :
¢ nombre y de sorties au cinéma au cours du dernier
mois.
Les résultats sont présentés dans le tableau suivant,

x; yf. ol -4 2 3 4 5
9] i85 30 | 50 [ 25 | 12 0
1 34 58 44 47 | 10 19
2 72 65 | 57 [ 30 | 12 7
3 247] 32 | 26 25 16 6
4 5 21 T 20 11 | 7 0

1. Dresser le tableau des effectifs et des fréquences des
séries marginales associées a cette série double.

2. Représenter par des points pondérés le nuage associé
a cette série.

3. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

18 Dans le plan muni du repére (O, 1, J), on a
représenté par des points pondérés le nuage associé a
une série statistique a deux caractéres x et y.

‘_”y T E—— 1

| i ’

hSa . 8 4

3, 4 4 | 5 4
1 I @ I| x
, if @
|
| ‘ ‘
L | | S [ 31.

1. Dresser les tableaux des effectifs des deux séries mar-

ginales.
2. Déterminer et placer le point moyen du nuage.
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15 Le tableau suivant donne, pour dix pays, la
population x de ces pays et la population y de leurs
capitales, exprimées en millions d’habitants (Quid 97).

De ces deux séries, quelle est celle qui se préte le mieux
3 un ajustement linéaire 7

19 Le tableau suivant donne 1’évolution, de 1981

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et une équation de la droite de régression de
xeny.

Tracer ces deux droites.

3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

16 Le tableau suivant donne le poids y en kg d’un
nourrisson, x jours aprés sa naissance.
x. | 5 | 7 [0 [ 14 | 18 |"22 | 26
Y; 3,61 | 3,70 | 3,75 | 3,85 | 3,90 ‘ 4,05 4,12

1. Représenter le nuage de points associé¢ & cette série.
2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et représenter cette droite sur le graphique.
3. Donner une estimation du poids du nourrisson 30
jours aprés sa naissance.

17 Le directeur des ressources humaines d'une
entreprise doit embaucher des ouvriers. Lors de précé-
dents recrutements pour des postes analogues, il a fait
une étude statistique et a dressé le tableau suivant.

A 60 000 | 64 000 68 000 ; 72 000
proposés (x;) |
Nombre de ‘ 1
candidatures (y,) 1 : 17 20 25

1. Représenter le nuage de points associé a cetle série.
2. Déterminer la droite de régression de y en x.
3. En déduire une estimation du salaire que doit pro-
poser le directeur s'il veut recruter 30 ouvriers.

18 On a étudié trois caractéres x, y et z sur une
population de cing individus et on a obtenu les résul-
tats suivants.

x; 1 2 3 4 | 5
% | & | 45 | 86 | 85 | 30
Z; 0 =3k 4 -1

1. Représenter sur deux graphiques différents les

nuages de points associés respectivement aux séries
(x;, y;) et (x;,3)

2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et une équation de la droite de régression de
Zen x.

3. Calculer les coefficients de corrélation linéaire des

séries (x,, y;) et (x;, 7).

Pays | Population Population 4 1990, du nombre (exprimé en milliers) d’ovins et de
| du pays (x) de la capitale (y) caprins en Cate d’Ivoire.
Bénin 5.6 0,18 Année [x;) 81 | 82 83 84 . 85
Burkina Faso | 10,6 ; 0,69 Ovins (y,) 905 | 927 | 949 973 997
Burundi | 6,6 ; 0,30 Caprins (z) | 710 | 727 | 745 763 782
Cameroun | 13,6 : 0,80 Année (x,) 86 | 87 88 | 89 | 90
Mali i 10,6 . 0,81 Ovins (y) 1025 | 1051 | 1077 | 1102 | 1121
Madagascar 14,3 ' 0,80 Caprins (z;) 805 = 825 845 | 865 878
Mauritanie 2,3 0,73 1. Représenter sur le méme graphique, en utilisant deux
Niger _ 9,5 0,42 couleurs différentes, les nuages de points associés aux
Sénégal . 8,6 1,15 séries (x;, y) et (x;, z).
Togo 4,3 0,38 2, Déterminer une équation de la droite de régression

de y en x et une équation de la droite de régression de
Zen x.

3. Donner une estimation du cheptel ovin et caprin en
Céte d’Ivoire en 'an 2000, en supposant que la tendan-
ce observée dans les années 80 s’est maintenue par la
suite.

20 Le tableau suivant donne la tension artérielle
moyenne y en fonction de 1’dge x d’une population.

48 | 54 | 60 66

Age (x) 36 | 42
12,6 | 15 | 15,5 15,1

Tension (y,) 11,8; 14

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.

2, Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et une équation de la droite de régression de
x en y. Tracer ces deux droites.

3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

4. Une personne de 70 ans a une tension artérielle de
16,2. Cela vous parait-il « normal » 7

21 Le tableau suivant donne, pour six années, les
montants x des frais de publicité d’une entreprise et y
de son chifire d'affaires, exprimés en millions de francs.

s | 62|46 |52 7
1

138 | 116 | 118 | 142

X, 5,8 |

L |

y, | 128 | 102 |

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette
série.

Le résultat permet-il d’envisager un ajustement linéaire ?
3. Déterminer la droite de régression de y en x.

4. En déduire :

a) une estimation du chiffre d’affaires si I'on engage 9
millions de francs de publicité ;

b) une estimation du budget de publicité a prévoir si
1’on désire réaliser un chiffre d’affaires de 200 millions
de francs.

APPROFONDISSEMENT

2@ Les salaires mensuels, exprimés en milliers de
francs, des ouvriers d’'une entreprise se répartissent
comme indiqué sur le tableau page suivante.

1. Construire un histogramme représentant cette série.

Statistiques 317



Salaires Effectif Salaires Effectif
65;75[ | 40 [95;100[ 33
75:85[ | 30 [100;110[ | 24
[85;90] | 45 [110;120[ | 20
[90;95] | 58 [120;150] | 14

2. a) Dresser un tableau des effectifs et des fréquences
cumulés croissants.

b) Construire le polygone des fréquences cumulées
croissantes (échelle : 1 cm pour 10 000 francs en abs-
cisse et 10 cm pour 100 % en ordonnée).

3. Déterminer graphiquement les salaires S, S, et S,
tels que I'on trouve 25 % de Deffectif total dans chacun
des intervalles [65 ; S,L 1S5 8,1, [S,; Sl et [S, ; 150].
Vérifier les résultats par le calcul.

51, 8, et S; s’appellent les quartiles de la série. S, n'est
autre que sa médiane.

23 La distribution des poids en kg des élaves
d'un lycée est donnée dans le tableau suivant.

Classe Fréquence
[30 ; 35] 1,15 %
[35 ; 40] 5,50 %
[40 ; 45] 16 %
[45 ; 50[ 27,35 %
[50 ; 55] 27.35 %
[55 ; 60[ 15,90 %
[60 ; 65] 5,40 %
[65 ; 70[ 1,35 %

1. Tracer I'histogramme des fréquences.

2. Construire le polygone des fréquences cumulées
décroissantes.

3. Déterminer graphiquement :

a) la médiane de la série ;

b) le poids minimum des dix pour cent des éléves les
plus lourds ;

¢) le pourcentage des éléves dont le poids est compris
entre 42,5 kg et 52,5 kg.

Vérifier les résultats par le calcul.

4. Déterminer la moyenne et I'écart type de cette série.

24 un agriculteur désire acquérir une machine
pour stocker sa récolte dans des sacs de 50 kg. On lui
propose deux machines, A et B, qu'il teste sur 80 sacs.
Les résultats sont donnés dans le tableau suivant.

Classe ' A B
[49;49,2] 7 4

Classe A B
[49.8;50[ | 11 14

[49.2;494] 6 6 [ [50;50,2[ | 14 | 16
[50,2;504[ 9 17

[49.4;496[ 14 | 9
[496:49,8] 14 | 11 |[50,4;506[ 5 | 3
1. Calculer, pour chaque machine la moyenne, la
variance et I’écart type.

2. Trois conditions doivent étre réalisées :

* la moyenne doit tre comprise entre 49,7 et 50,3 ;

® 'écart type doit &tre inférieur & 0,5 kg ;

* l'intervalle [49,3 ; 50,5] doit contenir 85% des sacs.
Quelle machine I'agriculteur doit-il acheter 7

3. Pour la machine retenue précédemment, déterminer
le pourcentage de sacs dont le poids est compris entre
xX—-06 et x +o0.
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25 Une machine produit automatiquement des
piéces cylindriques. Afin de déterminer la fréquence
des réglages, on préléve une piece toutes les cent pidces
produites et on mesure son diamétre. Les résultats sont
donnés dans le tableau suivant, o1 x est le numéro de
la piéce prélevée et y son diamétre en cm.

200 300 400
2,496 ‘ 2,495 @ 2,494

x| 100 |
y;| 2498

500 |
2,492 |

600
2,489

1. Représenter le nuage de points associé & cette série.
2. Donner une équation de la droite de régression de y
en x.

3. Laugmentation du diamétre des pizces est diie essen-
tiellement 4 'usure de 1’outil.

a) Quelle est I'usure moyenne de I'outil pour une piéce
produite ?

b} Au bout de combien de pitces 'usure de I'outil
atteint-elle la valeur de 15 centiémes de mm ?

26 Une entreprise a mis au point un nouveau
produit et cherche a en fixer le prix de vente. Une
enquéte est réalisée auprés des clients potentiels ; les
résultats sont donnés dans le tableau suivant, ol Y;
représente le nombre d’exemplaires du produit que les
clients sont disposés a acheter si le prix de vente, expri-

meé en milliers de francs, est X

100 120 | 140 | 160 | 180 | 200
|

xi 60 ] 80 |
630 | 522 | 510 | 324 | 205 | 84

y)| 952

805 |

1. a) Représenter le nuage de points associé a cette
série.

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire. La
valeur trouvée justifie-t-elle la recherche d'un ajuste-
ment linéaire ?

2. Déterminer la droite de régression de y en x.

3. Les frais de conception du produit se sont élevés 4 28
millions de francs ; le prix de fabrication de chaque
exemplaire est de 25 000 francs.

a) Déduire de la question précédente que le bénéfice z,
en fonction du prix de vente x, est donné par I'égalité :
z=-5,956x*+1427,18 x - 59 957, ol1 x et z sont expri-
més en milliers de francs.

b) Déterminer, & un franc prés, le prix de vente x per-
mettant de réaliser le bénéfice maximum et calculer ce
bénéfice.

27 On considere la série statistique a deux carac-
téres présentée dans le tableau suivant.

x, | 4 20 1 [ 10] 9 s
y | 33 06 105 13 | 13 2.2
2, 2 | 2] 86 | 5 [11] 185
y, | s 8 18] 2 [12] 09

1. Représenter le nuage de points associé & cette série.
La forme du nuage suggére-t-elle un ajustement linéai-
re ?

2. Onpose:z:l.

a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de la
série statistique (x; , z). La valeur de ce coefficient jus-
tifie-t-elle un ajustement linéaire ?

b) Déterminer une équation de la droite de régression
de z en x.




des notions abordées

A

addition (formule d’) - 34
ajustement linéaire - 309
anagramme - 214

angles orientés égaux - 24

angles associés - 33

angles orientés (somme de deux) - 26
antidéplacement - 79

application identique - 167
approximation d'une fonction - 258
arbres - 206

arrangement - 212

asymptote oblique - 270

asymptote paralléle aux axes - 269
axe de symétrie d'une courbe - 268

barycentre (coordonnées du) - 8
barycentre de deux points - 6
barycentre de plus de deux points - 71
barycentre partiel - 13

base de W - 130

base orthogonale - 132

base orthonormée - 132

bijection - 170

binéme (formule du) - 217

C

caractéristique de dispersion - 305
caractéristique de position - 304
cardinal d*un ensemble fini - 208

centre de gravité - 6

centre d’inertie - 15

centre de symétrie d'une courbe - 269
cercle (équation de la tangente a un) - 54
cercle (représentation paramétrique) - 53
Céva (théoreme de ) - 22

classe modale - 304

combinaison - 215

comptage - 204

composée de deux bijections - 171
composée de fonctions - 167

composée d’homothéties - 96

composée d'une homot. et d'une transl.- 97
composée d’isométries - 78

composée de rotations - 68

composée de symétries orthogonales - 66
composée de translations - 62
congruence modulo 27 - 25

continuité d'une fonction en x, - 239
contraposée - 170

convergence d’une suite - 289
coordonnées d’un point de € - 132
coordonnées d un vecteur de W - 131
corrélation - 312

cosinus d’un angle orienté - 32
covariance - 310

crible d’Eratosthéne - 204

criteres d’isométrie - 81

D

décomposition d’une translation - 64
décomposition d’une rotation - 67
demi-tangente a gauche, a droite - 246
déplacement - 79

dérivabilité & gauche, & droite - 246
dérivabilité et continuité - 245
dérivation en x, - 244

dérivées {calcufs de) - 250

dérivées et opérations - 251
déterminations d'une suite - 285
diagrammes - 205

dichotomie - 275

discriminant - 7184

distance d’un point & une droite - 112
distance d’un point & un plan - 712
double d'un angle orienté - 28

droite de régression - 309

droite de Simson - 30

duplication (formule de) - 34

E

écart moyen - 305
écart type - 305
effectif cumulé - 302
équation bicarrée - 191
équation cartésienne d'une droite - 48
équation cartésienne d’une sphére - 138
équation cartésienne d'un plan - 147
équation du 2° degré - 184

équation irrationnelle - 193

équation normale d’une droite - 49
équations trigonométriques - 37

expression analytique d’une translation - 63
expression analytique de symétries orth. - 65
expression analytique d'une homothétie - 89
extrémum relatif d’'une fonction - 258

F

factorielle - 213

fonctions assocides - 174
fonction cosinus - 277

fonction dérivée - 248

fonctions égales - 166

fonction impaire - 267

fonction majorée (minorée) - 176
fonction paire - 266

fonction périodique - 267
fonction polynodme (étude) - 272
fonction rationnelle (étude) - 274
fonction sinus - 277

fonction tangente - 278

fonction trigonométrique (étude) - 278
fréquence cumulée - 302

G

gendarmes (théoréme des) - 231
globalement invariant - 73
groupe de transformations - 78

H

homogénéité - 7
homothétie (déterminations d'une) - 88
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homothéties et configurations - 90
homothéties et constructions - 92
homothéties et démonstrations - 94
homothéties et lieux géométriques - 92
~ inéquation bicarrée - 191
inéquation du 2° degré - 187
inéquations trigonométriques - 41
injection - 169 1
inéquation irrationnelle - 194
interpolation linéaire - 304
interprétation physique du nbre dérivé - 248
isobarycentre - 12
isocline - 17
isométries planes - 71
isométries et configurations - 73
isométries et démonstrations - 77
isométries et lieux géométriques - 75
isométries et constructions - 75
isométries réciproques - 72
isotherme - 17

L

lignes de niveau - 17
lignes trigonométriques - 32
limite 4 gauche, limite a droite - 229
limite d’un polynome en I'infini - 235
limite d’une fonction en I'infini - 226
limite d'une fonction en Xy - 227
limite d’'une fraction ration.en I'infini - 236
limites (comparaison) - 232
limites (encadrement) - 231
limites (majoration, minoration) - 231
g limites et opérations - 232

? linéarisation (formule de) - 34

M

Mayer (méthode de) - 313

médiane d'une série statistique - 304
Ménélaiis (théoréme de ) - 101
mesure d'un angle orienté - 24
moyenne d'une série statistique - 305

N

nombre dérivé d’une fonction - 244
nuage de points - 307

O

optimisation - 81
orthogenales (droites) - 108
orthogonaux (droites et plans) - 109

P

paire - 208

parallélisme (orthogonalité) de droites - 49
parties d'un ensemble - 208

partition d'un ensemble - 208

permutation - 214

perpendiculaire commune 2 2 droites - 7118
pivot de Gauss - 196

plan médiateur - 713

plans perpendiculaires - 715

points cocycliques - 29

point moyen d'un nuage - 308

point pondéré -

polygone des effectifs cumulés - 303
polygone des fréquences cumulées - 303
positions relatives de droites et plans - 155
produit cartésien - 209 ;

b

produit scalaire dans W - 136
programmation linéaire - 198

projection orthogonale d'un angle droit - 712
prolongement d'une fonction a un ens. - 166
prolongement par continuité - 240

propriété caractérist. d'une homothétie - 89
propriété caractérist. d’une rotation - 67
propriété caractérist. d'une translation- 62
p-uplets - 211

Q

quadrilatére complet - 105

R

racines d’un polyndme du 2¢ degré - 184
réciproque d’une bijection - 170
récurrence (raisonnement par) - 253
relation de Chasles (angles orientés) - 27
repéres d’une droite, d’un plan - 126
repéres de € - 132

représentation graphique d’une suite - 285
représentation param. d'une droite - 150
représentation param. d'un plan - 151
restriction d'une fonction - 166

:

sens de variation d’une fonction - 257
sens de variation d’une suite - 288
série statistique & deux caracteres - 307
séries marginales - 307

signe d’un polynéme du 2° degré - 187
similitude - 99

singleton - 208

sinus d’un angle orienté - 32

somme de deux angles orientés - 26 '
somme et produit des racines - 186

sphére circonscrite & un tétraedre - 113

spirale logarithmique - 106

suite arithmético-géométrique - 295

suite arithmétique - 291

suite géométrique - 293

suite numérique - 284

suite numérique (déterminations) - 285
suite numérique majorée (minorée) - 287
surfaces de niveau - 139

surjection - 169

systéme d’équa. cartés. d'une droite - 148
systemes linéaires d’équations - 195

T

tangente d’un angle orienté - 32
tétraédre orthocentrique - 117
triangle de Pascal - 217
triangles isométriques - 80
triangles semblables - 100

\4

variance d'une série statistique - 305
vecteur normal a un plan - 146
vecteurs coplanaires - 126

vecteurs de 'espace (opérations) - 125
vecteurs de ’espace - 124
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